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1 Voorwoord

Zoals de titel van deze scriptie al aanduidt, zullen we differentieerbaarheid van
monotone functies bestuderen. Het blijk zo dat zijn dat zulke functies bijna
overal differentieerbaar zijn. Dit resultaat wordt ook de stelling van Lebesgue
genoemd. De eerste bewijzen voor de stelling zijn vrij ingewikkeld en sommige
werken alleen onder aanname van continuiteit. Om die reden hebben een aan-
tal wiskundigen geprobeerd steeds makkelijkere bewijzen te vinden, ook zonder
aanname van continuiteit. Het eerste bewijs voor continue functies heeft Lebes-
gue zelf in 1904 in zijn dissertatie gegeven en ook tegenwoordig verschijnen nog
enkele artikelen over dit onderwerp.

In deze scriptie zal ik proberen enkele van deze bewijzen met elkaar te ver-
gelijken en een duidelijk overzicht te geven, in hoe verre sommige van hun met
elkaar in verband staan of ook niet. We zullen hiervoor de stelling van Leb-
esgue tot twee eenvoudigere problemen reduceren en bekijken welke methodes
er zijn om deze problemen aan te pakken. We doen dit voornamelijk door vrij
elementaire methodes die niet al te veel gebruik van integratietheorie maken,
waarbij we opmerken dat er ook bewijzen zijn die een intensiever gebruik van
deze theorie maken, dan hier in de scriptie voorgesteld. De hulpmiddelen die
wij nodig zullen hebben leven in de sfeer van de stelling van Heine en Borel. We
zullen dus zien dat een groot deel van de bewijzen erop berust, dat we zekere
verzamelingen, waarop [ lokale groeieigenschappen heeft, door intervallen kun-
nen benaderen. Deze benadering berust op zogenaamde overdekkingslemma’s.
Uiteindelijk zullen we naar een groeilemma kijken. Dit lemma geeft een natuur-
lijk verband tussen de net genoemde lokale groeieigenschappen van monotone
functies en hun globaal groeigedrag.

Ter afsluiting kijken we nog naar een belangrijke toepassing van de stelling
van Lebesgue, namelijk hoe we een analogon van de hoofdstelling van de calculus
voor Riemann-integreerbare functies ook voor Lebesgue-integreerbare functies
kunnen formuleren. Zoals je verwacht is dat niet de enige belangrijke toepassing.
Bijvoorbeeld zijn kansverdelingen stijgende functies. Zo kan je door differentia-
tie een verband tussen kansverdelingen en kansdichtheid maken. Ook de theorie
van Riemann-Stieltjes-integratie staat hiermee in verband, voornamelijk ook
door middel van absoluut continue functies en functies van begrensde variatie.

Ten slotte wil ik me graag bij mijn familie en Leonie, voor haar oneindige
geduld met mij, bedanken. Bovendien gaat mijn dank ook aan meneer van
Rooij, voor zijn continue ondersteuning, correcties, constructief advies en het

feit dat hij mijn enthousiasme voor dit onderwerp heeft gewekt.



2 Voorkennis

Om de scriptie zonder moeite te kunnen lezen is een basiskennis over reéle
analyse en topologie nodig. Een inleiding in dit vakgebied is in de boeken
Analysis I en Analysis II van Terence Tao te vinden. Een meer historisch
georiénteerde aanpak wordt in [3] gegeven. In dit hoofdstuk zal ik een deel van
de voor ons belangrijke theorie herhalen. De lezer die met de maattheorie van
Lebesgue vertrouwd is kan het eerste hoofdstuk gerust overslaan. Ook in de
appendix (sectie 14) worden een aantal feiten uitgelegd, die voor de komende

hoofdstukken van belang zijn. Eerst gaan we wat terminologie vast leggen.

2.1 Notaties. e De voor de hand liggende operaties op verzamelingen A

en B noteren wij met
AUB, ANB, A\ Ben A AB.

Met A A B bedoelen we het symmetrisch verschil van A en B, dus
AAB:=(A\B) U (B\A4).

Voor verzamelingen A en B spreken we verder af

ACB <— Ya€e A:a € B.

e Laat A en B verzamelingen zijn. Met B4 noteren wij de verzameling van

alle functies f : A — B. Een element f van RY noemen we rij. Een meer

oo

gebruikelijke notatie voor een rij is (a,)2 ;, ofwel (a,). Een rij (a,) is de

functie n — a,,.

e Als f: A — B een functie is en A’ C A dan noteren wij de restrictie van
f tot A’ door f | A’. Dat is dus de volgende functie:

(f 1 A) (@) = f(z) (zed)

e Met n noteren wij de verzameling {1,2,--- ,n}.

e Als a en b reéle getallen zijn noteren wij hun maximum en minimum
door

aVb resp. alNb.

e Als A C R samenhangend is en oneindig veel punten bevat noemen we A
een interval. De lege verzameling () en eenpuntsverzamelingen sluiten we

dus uit. Zie lemma 14.4 voor meer details.



e De lengte van een interval I definiéren wij door

1) = 400 als I onbegrensd is,
o supl —inf I  als I begrensd is.

We spreken bovendien af dat de lengte van de lege verzameling () gelijk

aan 0 is.

e Als A C R geven we de afsluiting, het inwendige, het uitwendige en
de rand met clo(A4), int(A4), ext(A) resp. JA aan.

e Als I een interval is, dan geven we met C'(I) de verzameling der continue

functies op I aan.
e 7Zij f : [a,b] — R een functie. Als ¢ € (a,b) en
T~ 1)
T—c c—x

bestaat, zeggen we dat f te ¢ differentieerbaar is. Als de limiet bestaat
of gelijk aan +oo is, definiéren wij
f/(c) -— lim f(C) — f(.’lf) )
Tr—c C— X
Dus: f’ is een partiéle functie met waarden in [—oo, +00]. Omdat we in
deze scriptie voornamelijk met stijgende functies werken, zullen we alleen

het geval f'(c) € [0, +00] tegen komen.
Merk op: Het differentieerbaar zijn van f te ¢ houdt in dat f/(c) gedefi-

nieerd is en dat —oo < f/(¢) < oc.

2.2. Nu bekijken we de Lebesgue buitenmaat m* en een aantal elementaire
eigenschappen. In verband hiermee zullen we ook de meest belangrijke eigen-
schappen van meetbare verzamelingen herhalen. Niet essenti€le maar eventueel

inzichtgevende en interessante feiten zijn in de appendix (sectie 14) te vinden.

2.3 Definitie. Laat A C R. Dan definiéren we
m*(A) := inf{z | Ac In} ,
n=1 n=1

waar iedere I,, een open interval of () is.

2.4. Omdat we () voor de I,-en toelaten omvat de definitie ook eindige som-
maties. Andersom zijn eindige sommaties alleen niet genoeg voor het begrip
van de Lebesgue-buitenmaat. In het algemeen is het infimum over de som der

lengtes van aftelbaar veel I,-en strikt kleiner. Bekijk bijvoorbeeld de rationale



getallen Q. Volgens stelling 2.6 geldt m*(Q) = 0, omdat Q aftelbaar is, maar
als Q C I; U- - -U Iy voor zekere open intervallen I, - - - , Iy, dan moet minstens
een van de I,-en onbegrensd zijn, zodat de totale lengte van de intervallen gelijk
aan +oo is. Verder hebben we aan aftelbaar veel intervallen genoeg omdat R als
topologische ruimte Lindelof is, dus iedere willekeurige open overdekking bevat

een aftelbare deeloverdekking.

2.5 Definitie. We noemen N C R verwaarloosbaar, als m*(/N) = 0. Laat

A C R. Stel P is een eigenschap die voor iedere x € A wel of niet geldt. Als
m*({x € A: P(z) is niet waar.}) = 0,

dan zeggen we dat P bijna overal geldt. I.e. P geldt op een verwaarloosbare

verzameling na. Meestal is A = R of A is een interval.
2.6 Stelling. De functie m* heeft de volgende eigenschappen:
(1) Als A,BCR en AC B, dan geldt m*(A) < m*(B).

(2) Als Ay, Ag, -+ deelverzamelingen van R zijn, dan geldt

m* (U An) < Zm*(An).

(3) StelU C R is open. Schrif U = J I, waar de I,-en de componenten van
U zign (zie stelling 14.7). Dan geldt m*(U) = >_ |I,,].

(4) m*([a,b])) =b—a alsa,beR ena <b.
B) m* t+A) =m*(A) waart e Rent+A={t+a:a€ A}.

(6) FEen aftelbare vereniging van verwaarloosbare verzamelingen is verwaar-

loosbaar.
(7) FEenpuntsverzamelingen zijn verwaarloosbaar.
(8) Aftelbare verzamelingen zijn verwaarloosbaar.
(9) De lengte |I| van een interval is gelijk aan m*(I).
Bewijs. (1) Duidelijk.

(2) Laat Aj, As,--- deelverzamelingen van R zijn. We kunnen aannemen dat
m*(A,,) < oo voor iedere n, omdat de claim anders triviaal is. Laat € > 0.

Kies voor elke n open intervallen I,,; met

A, C UIm- en Z |Tni] < 2%



Dan geldt
UA4n <UL,
zodat : "
m* (J4n) < ;Z ] < Z (m*(4n) +57) = ;m*(An) +e.
Neem nu de limiet e | 0.

(3) We hoeven alleen te laten zien dat > |I,| < m*(U). Stel dus U C | J,

waar J, open intervallen zijn. We moeten bewijzen

SOl < 31l

We kunnen weer aannemen dat |J,,| < oo voor iedere n, omdat we anders
meteen klaar zijn. Dat betekent dat iedere J, een begrensd en open in-
terval is. We kunnen ook aannemen dat J,, # 0 voor elke n. Dus: Tedere
Jp is van de vorm (¢, d) voor zekere ¢ < d in R. We zijn klaar als voor
iedere s € (0,1) en N € N het volgende geldt:

N
s | <D |l

n=1
Voor n € N laat [ay, b,] C I, zodanig zijn dat b,, — a,, > s|I,,|. Dan geldt

N

Ulan.ba] cU | T

n=1
Dus, omdat iedere J,, open is, vinden we een getal p € N met

N

U lan. bl € | 7

n=1

Met de disjunctheid van de I,,-en vinden we

N N N
DUIAED BUETBED B RIS
n=1 n=1 n=1

= [ Etns = [ 10, cptonn
p
<[00 s [ 30,
n=1

p p
S O) EVED SIFAES SITAL
n=1 n=1

Dat bewijst de claim.



(4) Laat € > 0. Dan geldt [a,b] C (a — €,b + €) zodat m*([a,b]) < b— a+ 2e.
Neem nu de limiet € | 0. Verder geldt (a,b) C [a,b] zodat met (1) en (3)
volgt dat b—a = m*((a,b)) < m*([a,b]). Dat geeft de gezochte gelijkheid.

(5) De translatieinvariantie volgt met het feit dat (JI,, D A dan en slechts
dan als (¢t + I,,) D (t + A). Verder is t + I,, ook een open interval.

(6) Dat volgt eenvoudig met (2). Als Ay, As, - verwaarloosbaar zijn dan

geldt
0<m* (UA"> < Zm*(An) =0.

(7) Als z € R dan wordt x door (z — €,z + €) overdekt voor elke € > 0.
(8) Volgt met (6).

(9) Voor intervallen (a,b) en [a,b] met a < b hebben we dit in (3) en (4)
laten zien. Voor begrensde en half-open intervallen kunnen we gebruiken
dat eenpuntsverzamelingen verwaarloosbaar zijn. Voor een niet begrensd
interval I moeten we nog laten zien dat m*(I) = co. Omdat I samenhan-
gend en niet begrensd is kunnen we een rij I,, van open intervallen vinden

met |I,| =n en I, C I. Dat geeft met (1):

m*(I) >m*(I,) =n (n €N).

Dus m*(I) = .

2.7. Inverband met de Lebesgue-buitenmaat komen we Borel- en Lebesguemeet-
bare verzamelingen tegen. Ik zal kort de meest belangrijke eigenschappen van

deze verzamelingen herhalen.

2.8 Definitie. Een o-algebra is een collectie deelverzamelingen van R welke
onder het nemen van complementen en aftelbare doorsnedes gesloten is. Verder
moet zo een collectie de lege verzameling bevatten.

Als A C R dan noteren wij met [A] de kleinste (t.0.v. de inclusie C) o-algebra
die A bevat. We nomen [A] ook voortgebracht door A. Er geldt

[A] = ﬂ 2,
bX
waar de doorsnede over alle o-algebra’s ¥ genomen wordt met A € 3.
2.9 Definitie. De Borel o-algebra B definiéren wij door [O] waar
O :={0 CR:O0 is open}.

Elementen van [O] noemen we Borelmeetbaar.



2.10 Definitie. We noemen een verzameling £ C R Lebesguemeetbaar,
ofwel meetbaar, als er voor iedere € > 0 een open verzameling O D E bestaat

met m*(O \ F) < e. In dat geval schrijven we m(E) := m*(E).

2.11. Een andere gebruikelijke en equivalente definitie van meetbaarheid is de

volgende: E C R heet meetbaar als voor iedere verzameling A C R geldt
m*(A) =m"(ANE)+m*(A\ E).
Deze definitie werd oorspronkelijk door Carathéodory ingevoerd.

2.12 Stelling. De meetbare verzamelingen vormen een o-algebra. Hierop is m
een (niet-eindige) maat. In het bijzonder geldt dus voor onderling disjuncte en
meetbare E1, Fa,--- dat

m(UEn) = m(En).
Verder : Als E C R meetbaar is dan geldt voor elke € > 0 :
(1) Er bestaat een open verzameling O met E C O en m(O\ E) < e.
(2) Er bestaat een gesloten verzameling F met F C E en m(E\ F) <e.

(3) Als m(E) < oo dan bestaat er een compacte verzameling K met K C E
enm(E\ K) <e.

2.13. Het verband tussen meetbare verzamelingen en Borelmeetbare verzame-
lingen is als volgt: Iedere meetbare verzameling F is op een verwaarloosbare
verzameling na gelijk aan een Gs-verzameling, waarbij we een verzameling G
noemen als zij een aftelbare doorsnede van open verzamelingen is.

Voor iedere n € N zij O,, een open verzameling met O,, O E enm(O0,\E) < L.
Laat S :=()O,. Dan S D E en m(S \ E) = 0. Dus

E=S5\(S\E),

waar S een Gy is en S\ E verwaarloosbaar.
In het bijzonder is F dus het symmetrisch verschil van een Gs verzameling

en een verwaarloosbare, want
E=(S\E)AS.

In lemma 14.12 is een voorbeeld van Lebesgue- maar niet Borelmeetbare verza-

meling te vinden.



3 Historie

De stelling van Lebesgue beweert dat iedere stijgende functie f : [a,b] — R

bijna overal differentieerbaar is. Hiermee is bedoeld dat de verzameling

[a,0]\ {c € [a,0] : f'(c) € [0,00)}

verwaarloosbaar is.

In [10] heeft Lebesgue voor het eerst deze stelling voor continue functies be-
wezen. In 1911 heeft William H. Young de stelling ook voor niet noodzakelijk
continue functies bewezen. In de volgende tijd probeerde men steeds makkelij-
kere bewijzen voor de stelling te vinden. Bijvoorbeeld heeft Riesz in 1955 een
nieuw bewijs voor het continue geval gevonden. Daarvoor heeft hij het zoge-
naamde lemma van de rijzende zon (zie 8.4) bedacht. Hoewel Riesz beweert dat
het continue geval makkelijk naar het algemene geval uit te breiden is, zullen
we zien dat deze overgang niet helemaal moeiteloos verloopt.

Rubel vond de uitbreiding ook niet triviaal en heeft om die reden een een-
voudige methode bedacht om het continue geval, door middel van de continue
linksinverse < (zie 5.8), uit te breiden. Dit innovatieve idee gebruikt round 50
jaar later ook Faure in [7] om het idee van Riesz op een uiteraard heldere en
elementaire manier uit te breiden.

Andere aanpakken gebruiken eigenschappen van overdekkingen bestaande uit,
in zekere zin, kleine intervallen. Een prominent voorbeeld hiervan is het over-
dekkingslemma van Vitali (zie 8.9). Dit is een heel krachtig hulpmiddel om de
stelling van Lebsgue te bewijzen, maar zelf niet zo eenvoudig te bewijzen als
het lemma van de rijzende zon. Een standaardbewijs, gebruik makend van deze
methode, heeft bijvoorbeeld Saks in [6, p. 114] geformuleerd.

Een andere essentiéle observatie zullen we in lemma 12.1 maken. Dit lemma
merkt op hoe we lokale groeieigenschappen van stijgende functies kunnen gebrui-
ken om het globale groeigedrag te beschrijven. Dit stelt ons, op een natuurlijke
manier, in staat om het bewijs van het algemene geval adhoc te geven. Het
groeilemma zelf kan op verschillende manieren worden bewezen. Het lemma
van Vitali geeft ook hier een snelle oplossing.

Dit is alleen een klein overzicht van de meest bekende aanpakken. We zullen
in het volgende ook nog andere zien.

In grove lijnen zullen wij ons met de volgende aanpakken bezig houden:
(1) Het continue geval.

(2) Het continue geval naar het algemene uitbreiden.



(3) Het algemene geval direct bewijzen.

Omdat dit overzicht veel nieuwe begrippen bevat, is het teruglezen op een later

moment misschien een goed idee. We zullen nu eerst een voorbeeld bekijken.

4 Duivelstrap

Nadat we ons met de stelling van Lebesgue en zijn historie hebben bezig gehou-
den, kunnen we naar meer technische details kijken. Nomen de verzameling der
punten waar de monotone functie f : [a,b] — R niet differentieerbaar is even
E. We kunnen ons nu afvragen of we een scherpere uitspraak over E kunnen
maken, namelijk: is F misschien aftelbaar ? Dat blijkt in het algemeen niet
waar te zijn. We kunnen een stijgende en zelfs continue functie construeren
waarvan de afgeleide op een overaftelbare en verwaarloosbare verzameling de
waarde +o0o aanneemt.

Een voorbeeld voor zo’n functie is de zo genaamde Cantorfunctie of ook
Duivelstrap. De constructie lijkt pathologisch maar de functie zelf heeft heel
bijzondere en inzichtgevende eigenschappen. Voor ons doel is het belangrijk
dat de Cantorfunctie stijgend is, maar in alle punten van de Cantorverza-
meling niet differentieerbaar is. We zullen zien dat de Cantorverzameling D

overaftelbaar is, zodat de verzameling E niet aftelbaar hoeft te zijn.

4.1. Wij construeren ten eerste de Cantorverzameling . We beginnen met
het interval [0,1] en halen in de eerste stap Ip1 := (1/3,2/3) weg. Over blijft
[0,1/3] U [2/3,1]. In de tweede stap halen we I ; := (1/9,2/9) en I 2 =
(7/9,8/9) weg en krijgen

[0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9,1].

Op die manier gaan we nu door en houden uiteindelijk

oo 2™

D= 0,1\ |J U In

n=0k=1
over. Figuur 1 maakt de eerste vier stappen van deze constructie duidelijk.
We zien nu makkelijk dat D verwaarloosbaar is. Na de n-de stap houden
we namelijk nog 2™ gesloten en disjuncte intervallen ter lengte 3" over zodat
m*(D) < (2/3)™ voor elke n € N. Nu bekijken we nog een expliciete beschrijving

van D.

4.2 Notatie. Omdat we ieder element z € [0,1] als x = ) 2,3 kunnen

schrijven met z,, € {0, 1,2} noteren we dat getal z dan ook met

x = 0.x1x023 -+, of ook x = (x1, 22,23, "+ )3-



Figuur 1: Constructie van D.

4.3 Lemma. De Cantorverzameling D is gegeven door

D= {x €0,1]:2=23"2,3", () € {0,1}N}.
Verder is er precies één zo’n rij (x,,) die het getal x € D representeert.

Bewijs. Existentie: We bewijzen eerst
zeD = (x,) € {0,2}V 2 = an?f”.

(=) Laat z € D en schrijf x = 0.x122 -+ met x; € {0,1,2}. Dusz = > z,37".
Als (x,,) € {0,2}" zijn we klaar. Anders zij N de eerste positie waar zx = 1.
Dan geldt

Z 1,3 " +3 V<< Z 3 "4 2.37N,
n<N n<N

Dus

x €0.x129 - xny_11,0.2929 - TN _12].

Het inwendige van dit interval is precies een open stuk dat we van [0, 1] weghalen
om D te verkrijgen. Dus moet x een randpunt van dit interval zijn. Als z het
rechterrandpunt is vervang xy door 2 en z, door 0 voor n > N. Als x het
linkerrandpunt is vervang xy door O en z, door 2 voor n > N. Na deze
aanpassing geldt steeds nog dat @ = > x,37". Nu hebben we de gezochte
representatie voor x gevonden.

(<) Als z zo'n representatie heeft ga je makkelijk na, dat x niet in een
component van [0,1] \ D kan zitten. Dus x € D.

Dat bewijst het eerste deel van ons lemma, namelijk de existentie van de
gezochte schrijfwijze.

Uniciteit: We bewijzen nu dat iedere rij (z,,) € {0,2}" precies één element
in D representeert. Stel v = 2% «@,37" =2)" [(,37" voor zekere oy, 3, €

{0,1}. Neem aan dat niet voor iedere n geldt a,, = 3,. Laat dan

N :=min{n € N: a, # B,},

10



en laat verder ~,, := 8, — a,. Dan geldt
O=z—=x :22%37” =vv3 N 4+ Z Y3~ ™. (4.1)
n n>N

Per aanname geldt vy # 0 dus vy € {—1,1}. Stel eerst vy = 1. Met formule

(4.1) geldt dan
3N == y3

n>N

3-N
5
Yn = —1 voor n > N. Als 75 = —1 dan moet in formule (4.1) gelden

37N =" 43

n>N

Dat kan niet, want de rechter som is maximaal gelijk aan namelijk als

Dat kan, met hetzelfde argument, ook niet. Dus a,, = 3, voor alle n. |

4.4 Lemma. Laat x,y € D met © < y. Schriff x = 2> 2,3 eny =
2> yn3~"™. Dan bestaat N = min{n : x,, # y,} en er geldt ty =0 en yy = 1.

Bewijs. We weten

0<y—xz=2yn— scN)S_N +2 Z (Yyn — )37 " (4.2)
n>N

Neem nu even aan dat niet geldt xy = 0 en yy = 1. Met xny # yn volgt
yn —xn = —1. Met formule (4.2) geldt

0<—23N43N=-23"N
Dat is een tegenspraak, zodat yy =1 en xny = 0. |

4.5. We construeren nu de Cantorfunctie zoals in figuur 2 te zien. Maak eerst

een functie ¢ : D — R door

0 (2256”3_") = an2_" ((x,) € {0,1}M).

4.6 Lemma. v s stijgend.

Bewijs. Laat < y elementen van D zijn. Schrijf z = 2> 2,37 en y =
2> yp3~". Laat N = min{n : z,, # y,}. Met lemma 4.4 volgt dat xy = 0 en
yn = 1. Nu geldt

DY) — (@) =Y (Yo —0)27"

= (v =22V + D (gn —xa)27"
n>N

>2 N _9-N_q.

Dus is 1 stijgend. |
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4.7 Definitie. Nu kunnen we de Cantorfunctie ¢ definiéren door

¢(x) = sup{y(y) :y e DN[0, 2]} (2 €0, 1]).

10|
0.8 }j_/

0.6

0.4

02

0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figuur 2: De Cantor-functie ¢.

4.8. Met lemma 4.6 zien we dat ¢ [ D = en dat ¢ stijgend is.
4.9 Stelling. ¢ is in de punten van D niet differentieerbaar.

Bewijs. Laat ¢ € D en schrijf ¢ = 2> ¢,37". Laat N € N. We maken nu
= 0.x129--- € D als volgt:

{ Cn alsn # N,
Ty =

1—¢, alsn=N.

Dan geldt
p(z) — ¢(c)

Tr —cC

2N 13\ Y
23N 2\2)
We hebben dus het volgende bewezen: Voor iedere N € N is er een z € D met

¢(a) —(0)| _ ! (;)N

r—cC
— OQ.

lc—x| <237V en

We kunnen dus een rij punten (¢,) in D vinden zodat

‘¢(tn) — ¢(c)
ty —c

t, = ¢C en

De afgeleide in het punt ¢ kan dus niet eindig zijn. ]

4.10. Ons doel is nu bereikt. De lezer die nog meer over deze functie wil weten
zal in [5, p.99 - 100 en p. 50] meer informatie vinden. We kunnen nog een stap

verder gaan. De Duivelstrap is een speciaal voorbeeld om te laten zien dat er
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een monotone functie is die in overaftelbaar veel punten niet differentieerbaar
is. We zullen in het volgende laten zien dat we zelfs voor iedere verwaarloosbare
verzameling F een stijgende en continue functie kunnen maken zodat deze in

de punten van F niet differentieerbaar is. Eerst nog wat notatie:

4.11 Definitie. Stel Z = (I1, I2, I3, - - ) waar iedere I,, een open interval of de

lege verzameling is. Dan definiéren wij

Z]:=> L] en |JT:=|J I
n=1

Merk op dat de intervallen niet disjunct hoeven te zijn. Onze definitie van de

Lebesgue-buitenmaat wordt dan

m*(E) :inf{I|:EC G In},

n=1

waarbij Z zoals hierboven is.

4.12 Stelling. Stel E C R is verwaarloosbaar. Dan is er een stijgende en
continue functie f : R — R zodat f in de punten van E niet differentieerbaar

18.
Bewijs. Kies voor elke n € N een rij Z,, van open intervallen zodat
Ec|Jz. en |Z,.| < 27"

Laat Z de vereniging van alle intervallen in Iy, I, - - - zijn. Dan is Z een aftelbare
collectie van open intervallen. Schrijf dus Z = {I;,I5,---}. We nemen aan
I, # 0 voor iedere k. Stel Iy, = (ag,bg). Voor iedere k maken we dan een
functie fi : R — R (zie figuur 3) door

0 als ¢ < ay,
fe(@) =9 z—ar alsap <z <bg,

b, —ar alsx > bg.

Merk op dat voor iedere z € R en N € N geldt

N N N
S fule) <Y —ar) < 2R <1
k=1

k=1 k=1

We kunnen dus de volgende functie definiéren: f = > fi. Je ziet ook meteen
dat de som uniform convergeert, zodat f continu is. Verder: alle functies fj
zijn stijgend, dus f ook. We laten nu zien dat f te x € F niet differentieerbaar

is.

13



an bn

Figuur 3: Grafiek van f

Laat x € F en m € N. Zij e > 0.
Merk op: Er zijn oneindig veel kK € N met x € I, C (x — ¢,x + €). Dat zie je
als volgt: Iedere collectie Z,, bevat een open interval I, , met « € I,, ,. Omdat

[ Inz| <|Zn| <27 geldt dat I, , C (z — €, + €), als n groot is. De collectie
Q={l,o:In, C(x—€x+¢€}
is dus aftelbaar oneindig. Dus
VN e N3k > N: I € Q.

Dat betekent dat er een strikt stijgende rij k1 < ko < ks < --- < k,, bestaat

met
Viem:x €I,

Viem: I, C(x—e¢x+e).

Dan is
m

(1
i=1

een niet-lege open verzameling, bevat in (z — €,z + €). Zij y een element van
deze doorsnede. Dan geldt
m m
f@) - ) >3 fri(@) = fr(y) _ Si=m.
rT=Y i=1 r=y i=1
Dat het quotiént voor i € m gelijk aan 1 is volgt omdat =,y € Ix, voor iedere
1 € m. Op deze intervallen hebben de functies fi, een helling van 1.
We hebben dus bewezen dat we voor iedere m € N een kleine omgeving
kunnen vinden, namelijk de doorsnede van de Ij,, waarop het differentiequotiént
groter of gelijk aan m is. Er geldt dus f’(z) = 400, voor iedere x € E. In het

bijzonder is f, voor x € E, niet te x differentieerbaar. ]
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4.13. We weten nu dus het volgende:

1. De verzameling der punten waar een monotone functie niet differentieer-

baar is moet verwaarloosbaar zijn.

2. Voor iedere verwaarloosbare verzameling E kunnen we een (continue) mo-
notone functie maken zodat deze in de punten van F niet differentieerbaar

is.

5 Monotone functies

Omdat we veel met stijgende (ofwel monotone) functies werken zal ik in dit
hoofdstuk een kleine samenvatting van de meest belangrijke eigenschappen ge-
ven. De volgende lemma’s vormen geen stringent verhaal maar meer een op-

somming van belangrijke feiten over stijgende functies.

5.1 Definitie. Een functie f : [a,b] — R heet stijgend als

'r’y e a7b )
O S pw) < 1),
<y
en strikt stijgend als
T,y € |a, b ’ |
S s < 1)
<y ]

Een functie f : [a,b] — R heet monotoon als f of —f stijgend is. Voor een

functie f : [a,b] — R definiéren wij

f € Mla,b] — f is monotoon,
f € M*a,b — f is stijgend,
f € MZa,b] — f is strikt stijgend.

Als duidelijk is, dat f een functie op [a,b] is schrijven we gewoon M, M™ en
M+
z.

5.2 Definitie. Zij f € M™[a,b]. Voor ¢ € [a,b] definiéren we

[ sw{f@) iz <c) alse>a,
Je): {f(a) alsc=a

en analoog definiéren we

) inf{f(z):x>c} alsc<b,
flet) = { £(b) als ¢ — b,
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Dat deze uitdrukkingen zin hebben is duidelijk omdat @ # f([a,b]) C [f(a), f(D)].

5.3 Lemma. Zij f € M™[a,b]. Als ¢ € (a,b) dan geldt

flet) =l f() en  flem)=lim f(a)

xTc

Bewijs. Laat € > 0. Dan is er een t > ¢ zodat f(t) < f(c+)+e. Laat d :=t—c.
Dan geldt met de definitie van f(c+) en het feit dat f stijgend is dat

z € (¢,c+9) = flet) < f(z) < f(t) < fet+) + e

Er geldt dus
x € (c,c+6) = |f(x) = flet)] <e,

zodat f(c+) = limg. f(z). Analoog kan men de uitspraak voor f(c—) bewijzen.
|

5.4 Gevolg. Zij f € M™[a,b]. Voor ¢ € (a,b) geldt
lim £(z) < £(e) < lim f(2).

ztc zlc

Bewijs. Stel ¢ € (a,b) en x < ¢. Dan f(x) < f(c¢). Dus f(c—) < f(c¢). Net zo
f(e+) = f(c). Met lemma 5.3 volgt de uitspraak. |

5.5 Lemma. Als f € M*[a,b] en D de verzameling der punten is, waar f niet

continu is, dan is D verwaarloosbaar.

Bewijs. Laat ¢ € D. Dan geldt f(c—) # f(c+), dus met gevolg 5.4 weten we
fle=) < f(c+). Kies ¢ € (f(c—), f(e+))NQ. Danis D — Q : ¢ — ¢, een
injectie zodat D aftelbaar is.

De injectiviteit volgt uit het feit dat
c<d = flet) < f(d-).

Dat volgt makkelijk uit de definitie want bekijk een x met ¢ < x < d. Dan geldt
flet) < f(z) < f(d-). u

5.6 Lemma. Stel f € M™[a,b]. Dan geldt: f is continu op [a,b] dan en slechts
dan als f(la,b]) = [f(a), ()]

Bewijs. (=) Uit de topologie weten we dat het continue beeld van een samen-
hangende verzameling weer samenhangend is. Met behulp van lemma 14.4 geldt
dan [f(a), f(b)] C f([a,b]). De omgekeerde inclusie geldt omdat f stijgend is.
(<) Stel f is te ¢ € [a,b] niet continu. Dan f(c—) < f(c¢+). Laat nu
t € (f(cm), flct)) C [f(a), f(b)]. Per aanname bestaat er een = € [a,b] met
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flz) =t Uit f(c—) <t = f(z) volgt > cenuit t = f(z) < f(c+) volgt
x < c. Dus ¢ = x. Er geldt dus voor elke ¢ in (f(c—), f(c+)) dat f(c) =t. Dat

is een contradictie. [ |

5.7 Definitie. Voor f € M [a,b] definiéren wij

fy) =iz € [a,0]: f(x) 2y} (y € [f(a), F)]).

5.8 Lemma. Stel f : [a,b] — R is strikt stijgend, dus f € MZ. Dan is

5 [f(a), f(b)] = [a,b] een continue en stijgende linksinverse van f.

Bewijs. We bewijzen eerst
fSof= id[a,b] .
Laat x € [a,b]. Per definitie van f< geldt f< (f(z)) < 2. Noem y := f(z). Stel
nu f<(y) < . We kunnen dus een ' € [a,b] vinden met f*(y) <2’ < x en
f(z") > y. Maar 2’ < x impliceert f(2’) < f(z) = y. Dat is een tegenspraak.
¢ is stijgend want stel y < ¢ zijn punten van [f(a), f(b)]. Dan geldt

{zelab]: f(z) 2y} C{z €lab]: f(z) =y}

Voor begrensde en niet-lege A, B C R geldt A C B = inf B < inf A. Hieruit
volgt de claim.

Omdat f* surjectief en stijgend is volgt nu met lemma 5.6 dat f continu
is. |

5.9 Lemma. Als (ay,b,) aftelbaar veel onderling disjuncte intervallen in [a, ]
zign, dan geldt

D (fba) = flan)) < F(b) = f(a).
Bewijs. Bekijk de eerste N intervallen (aq,b1),-- -, (an,bn). Om 2712[21(f(bn) —
f(ay)) te bepalen kunnen we aannemen dat a; < by < ag < -+ < by. Dan
geldt f(bn) < f(apy1) voor 1 <n < N. Dat geeft

N N N
(f(bn) = flan)) =D f(bn) = > flan)
" " " N—-1 N
= f(bn) = fla)) + Y f(bn) = > flan)
N1 "~
= f(bn) = fla1) + Y (f(ba) = flans1))
n=1
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Omdat we over niet-negatieve termen sommeren geldt nu

D (fba) = flan)) = sup D (f(bn) = flan)) < f(b) = f(a).

5.10. Een andere ongelijkheid die we in verband met de stelling van Heine en
Borel tegen komen is de volgende: Als (a1, b1), -, (an,by) intervallen in [a, b]

zijn zodat nooit meer dan twee van deze intervallen elkaar snijden, dan geldt

N

D (F(bn) = flan)) < 2(£(b) — f(a)).

n=1

Dat kan je als volgt in zien: Na eventuele hernummering kunnen we aannemen

dat a1 < as < --- < ay. Verder kunnen we aannemen dat a,; < b,. Dan
geldt
N N N
(f(bn) = flan)) =Y f(ba) = Y flan)
n=1 n=1 n=1
N-1 N-1
= f(bn) + f(bn) — flany1) — fla)
n=1 n=1
N-1

We gebruiken hier lemma 5.9 en het feit dat de collectie {(an+1,bn) :n € N — 1}

disjunct is.

5.11 Lemma. Zij f : [a,b] — R een stijgende functie met de volgende eigen-
schap:
,y € [a,b],

= fly) = flz) 2y —=
<y

Als ¢ < d dan geldt
m*(f~ (e, ) < m*((c,d)).

Bewijs. Noem A := f~!((c,d)). Als A minder dan een element bevat is de
bewering triviaal. Anders is A een interval. Dat zien we door middel van
lemma 14.4 in. Laat z,y € A met x < y. We bewijzen [z, y] C A. Laat hiervoor
r <z <y. Omdat f stijgend is krijgen we dan

¢ < flz) < f(2) < fly) <d.
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Dus z € A. Met behulp van de aanname krijgen we

m*(A) = sup (y—xz) < sup (f(y)— f(z)) <d—c
T,YEA, T,YEA,
<y <y

5.12 Lemma. Stel f : [a,b] = R is een functie zodat
D :={z € [a,b] : f niet continu te x}
aftelbaar is. Dan is f meetbaar.

Bewijs. Laat r > 0. We moeten bewijzen dat f~1((r, 00)) meetbaar is. Omdat

D aftelbaar is zijn we klaar als
A= f((r,00))\ D

meetbaar is. Maar als f te x continu is en f(z) > r dan ook f(y) > r voor

y € (x — by, x + 0z) N [a, b], waar 0, > 0 een zeker reéel getal is. Nu geldt

A= ([a,b]\ D) N ([a,b]ﬂ U(Jc—5x,x+5x)>.

z€A

Het is nu duidelijk dat A meetbaar is. |
5.13 Gevolg. Iedere stijgende functie f : [a,b] — R is meetbaar.

Bewijs. Volgens lemma 5.5 is de collectie der punten waar f niet continu is

aftelbaar zodat we met lemma 5.12 klaar zijn. |

6 Diniafgeleides

In het volgende bekijken we de zo genaamde Diniafgeleides. In sommige tek-
sten worden deze ook extreme afgeleides genoemt. Zij werden in 1880 door de
Italiaanse wiskundige Ulisse Dini ingevoerd. We zullen zien dat deze afgeleides
een essentiéle rol voor de stelling van Lebesgue spelen. We beginnen met enkele

notaties:

6.1 Definitie. Zij f : [a,b] — R een functie. Voor y € [a,b] definiéren wij de
differentiequotiént van f als volgt:

fly) — f(=)

(Byf)fa) = =2

(x € [a, 0]\ {y})-
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6.2. We merken op: voor alle z,y € R met = # y geldt

(Ayf)(@) = (A f)(y)-

Verder is f te ¢ differentieerbaar dan en slechts dan als lim (A.f)(x) bestaat.
Tr—rc
Deze, op zijn beurt, bestaat als de linker- en rechterlimiet aan elkaar gelijk zijn.

Dat zullen we later nog gebruiken. Nu komt de eigenlijke definitie:

6.3 Definitie. Laat f : [a,b] — R een functie zijn. We definiéren de vier

Diniafgeleides op (a,b) als volgt:

(Df f)(x) :=limsup(A, f)(y) = inf  sup (A, f)(y),
yla 6>0ye<zim+]e>,
y€Ela,b

(D f)(x) :=liminf(A, f)(y) =sup inf (ALf)(y),
ylx >0 yG(Iim-g]é)y
yE<la,

(D" (@) :=Tlimsup(Aq f)(y),

ytx

(DF £)(&) =T inf(8,.)o).
Merk op dat we hier waarden in R U {—o0, +00} toelaten.

6.4. De Diniafgeleides spelen een uiteraard elementaire rol in ons verhaal. Zij
zijn een zekere indicator hoe zich de differentiequotiént in de beurt van een punt
gedraagt.

We kunnen nu differentieerbaarheid ook als volgt formuleren:
Claim: De functie f is te z € (a,b) differentieerbaar dan en slechts dan als alle

vier Diniafgeleides aan elkaar gelijk en eindig zijn.

Bewijs. (<) Stel dat de Diniafgeleides allemaal gelijk aan L € R zijn. Dan zijn

we klaar als voor elke z € (a,b):

ytx ylz

Voor de rechterlimiet beschouwen we (D f)(z) = L = (D; f)(x). Laat ¢ > 0.

Met L —e < (D, f)(z) = L = (D} f)(x) < L + € vinden we d; > 0 en d2 > 0
zodanig dat
y € (z,x+ 071) = (Azf)(y) < L+e

en

y € (z, 7+ 62) = (ALf)ly) > L —e

Met § := §; A 5 zien we dat

ye(@z+d) = |[L-(AN)W)l<e
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zodat limy . (A, f)(y) = L. Door D; en Dl+ in het punt z te bekijken zie je
net zo dat limy,(Az f)(y) = L.
Verder zie je makkelijk dat als f te = differentieerbaar is, met f'(x) = L € R,

dan zijn alle vier Diniafgeleides gelijk aan L. ]

6.5 Voorbeeld. Om een gevoel voor de betekenis van de Diniafgeleides te

krijgen bekijken we een klein voorbeeld. Maak f : [-1,1] — R door

) wsin (%) als x #£ 0,
fa) = { 0 als z = 0.

Figuur 4 maakt de situatie in een omgeving van 0 duidelijk.

1
2

Figuur 4: De grafiek van x — xsin

We zien dat f tussen de rechte lijnen = — x en x — —x ligt. Het blijkt zo te

zijn dat deze lijnen in dit voorbeeld precies aangeven wat de Diniafgeleides zijn.
Claim: (D; f)(0) = 1.

Bewijs.

(Aof)(a) = T = S g 2

We willen dus laten zien dat

1
D f)(0) = inf sup sin— = 1.
(D7 £)(0) Inf, sup sin 2

Dat (D;f f)(0) < 1 is volgt makkelijk omdat de sinus door 1 begrensd is. We

hoeven dus alleen te laten zien dat

1
1 <inf sup sin-—.
€>02€(0,¢) x

Laat dus € > 0. Kies dan k£ € N zodat

2
YO T 1 4k)

21



kleiner dan € is. Nu geldt

1
sin — = sin (z + 27rk) =1.
Zo 2

Dus voor elke € > 0 geldt

1< sup (Aof)(z).
z€(0,¢)

Dat bewijst de claim. [ ]

We gaan nu nog naar een aantal elementaire eigenschappen van de Diniafge-

leides kijken.
6.6 Lemma. Als f : [a,b] — R stijgend is, dan zijn alle Diniafgeleides niet-
negatief.

Bewijs. Merk op dat (A, f)(y) > 0 voor alle z,y € [a,b]. Omdat de verzameling
der niet-negatieve reéle getallen gesloten is volgt nu met de definitie van de

Diniafgeleides dat deze allemaal niet-negatief zijn. |
6.7 Lemma. Als f : [a,b] — R continu is en DY f > 0 op [a,b] dan is f
stijgend.

Bewijs.  (I) Stel eerst dat (D, f)(x) > 0 voor elke z € [a,b]. We bewijzen uit
het ongerijmde: Stel dat f niet stijgend is. Door f eventueel te beperken
kunnen we aannemen dat f(a) > f(b). Kies een ¢t met f(a) >t > f(b).

Dan kunnen we definiéren
¢ :=sup{z € [a,b] : f(z) >t}
Omdat f(b) <t weten we ook dat ¢ < b. Dan geldt

f(c+1) < t,
n

voor n zo groot dat ¢ + % € (¢,b] (Merk op: deze n-en bestaan omdat
¢ < b). Omdat f continu is geldt dan
. 1
f(e) =lim f (ch > <t.
n n

Ook vinden we met de continuiteit van f dat de verzameling {z € [a, b] :
f(z) > t} gesloten is, zodat ¢ in deze verzameling bevat is. Dus moet

gelden f(c¢) > ¢. Samen met de vorige conclusie geldt dus f(c) = t.

Laat nu € > 0 en kies een willekeurige y € (¢, ¢+ €) N [a,b]. Per definitie
van ¢ geldt dan f(y) <t = f(c). Dus

(Acf)(y) <O.
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Hiermee geldt supye(c et (Acf)(y) < 0 voor elke € > 0. Dat betekent
(D;f f)(c) <0. Dat is een tegenspraak met de aanname. Dus f(a) < f(b).

(IT) Neem nu aan D;ff > 0 op [a,b]. We maken nu gs(z) = f(x) + dx voor
x € [a,b] en § > 0. Dan geldt (D;Fgs)(z) > & > 0. Met (I) is gs stijgend.
Dan ook f = limsg gs.

]

6.8 Definitie. Laat f : [a,b] — R een functie zijn en R € R. Dan definiéren

wij

Voor elke ¢ > 0 is er een t € (z,z + €) N (a,b)

z € S.(Af > R) =
met (A, f)(t) > R.

Voor elke € > 0 isereent € (z —¢,2) N (a,b)
met (A, f)(t) > R.

Analoog maken we S,.(Af < r) en Si(Af < r) voor r € R. Een relatie tot de

z € S;(Af > R) =

Diniafgeleides is de volgende:

6.9 Lemma. Voor z € (a,b) geldt

(DS f)(z) >R = z € S(Af > R),
(DY H)(z) < = x € S(Af <),
(D f)(z) >R = z € S.(Af > R),
(D filx)<r = x € Sp(Af <r).

Deze implicaties gelden ook als we het subscript r door | vervangen.

Bewijs. Tk bewijs alleen de eerste twee implicaties. De andere zijn op soortgelijke

manier te bewijzen.
(I) Stel (D;f f)(x) > R. Dan geldt

inf  sup (Agf)(t) > R.
€>0 te(z,x+e€)

Laat € > 0. Dan geldt R < sup (A,f)(t) dusisereent € (z,z+¢€)

te(xz,z+e€)
met R < (A, f)(t). Hieruit volgt dat « € S.(Af > R).

(IT) Stel (D;ff)(xz) <r. Danis er een § > 0 met sup (A,f)(t) <r. Laat
te(z,x+9)
€>0envy:=eAJ. Dan geldt

te (z,z+7) = (AL )(@) <.

In het bijzonder is er dus een ¢ € (x,x + €) met (A,f)(t) < r. Dus
x € S(Af <)
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(ITI) De andere twee implicaties bewijs je analoog.
[ ]

6.10. De omgekeerde implicaties hoeven in het algemeen niet waar te zijn omdat
de strikte ongelijkheid bij het nemen van suprema en infima misschien verloren

gaat. We spreken nu over de Borelmeetbaarheid van deze verzamelingen.

6.11 Lemma. Stel f : [a,b] — R is een stijgende functie. De verzamelingen
zoals in definitie 6.8 zijn dan Borelmeetbaar, en in het bijzonder dus meetbaar.

(Merk op dat we de Lebesgue-meetbare verzamelingen meetbaar noemen.)

Bewijs. We bewijzen dat S,.(Af > R) een Borelverzameling in (a,b) is. Met
analoge redenatie laat zich bewijzen dat de andere verzamelingen ook Borel-

meetbaar zijn. Maak ten eerste
Xe:={z € (a,b): 3t € (x,x+¢) met (A, f)(t) > R}.

Dan geldt
SHAf>R)= () Xi/n-
n=1

We zijn dus klaar als elke X, Borelmeetbaar is. Stel z € X, en neem aan dat f
te x continu is. Met z € X, vinden we een g in (z,x + €) z6 dat

f(x) — f(to)

> R.
.’17—t0

Omdat de functie A, f te « continu is zien we dat (A, f)(y) > R als we y in een
kleine J-omgeving van x kiezen. Door ¢ eventueel kleiner te maken kunnen we
d>0zokiezendat x < x+0 <tpend < (x+e€)—tyg. Laat nuy € (x—9,x+9).
We willen laten zien dat y € X.. We zijn klaar als ty € (y,y + €). In figuur 5

_ ) ~ mj—é
T \ x ’ t'o x-'l-e

Figuur 5: Situatie in lemma 6.11.
wordt de situatie duidelijk. Er geldt (As, f)(y) > R. We hebben verder gegeven

y € (x— 0,z +9),
5<t07$,
0 < (x—to) +e
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Dus ty > § + = > y zodat tg > y. Verder
to<(z—90)+e<y+e
Dus tg € (y,y + €) zodat y € X.. Blijkbaar is X, \ int(X,) bevat in de collectie
der discontinuiteitspunten van f, en dus aftelbaar. Nu geldt
Xe = (XeNint( X)) U (X \ int(X,)).
Dus is X, Borelmeetbaar (en dus ook meetbaar). [ |

6.12 Lemma. Stel f : [a,b] — R is stijgend. Dan zijn de Diniafgeleides van
f Borelmeetbaar. In het bijzonder is dan ook de verzameling der punten x
waarvoor D(x) > R geldt Borelmeetbaar, waar D een van de vier Diniafgeleides
18.
Bewijs. We laten zien dat D} f Borelmeetbaar is. Voor m,n natuurlijke getallen
met m < n maken we de functie
Dypn(z):= sup (A f)(t) (€ (ab)).
te(z+L,2+L)
Er geldt D f = lim lim D,,,. Laat nu a € R. We zijn klaar als de verza-
m—00 N— 00
meling
A:={z € (a,b) : Dy n(z) > a}
meetbaar is, voor elke m < n in N. We passen een soortgelijke redenatie als in

6.11 toe. Stel z € A en neem aan dat f te x continu is. Met x € A geldt dan

fx) = (1)

sup — 2 >aq
te(z+iaort) T

Eris dus een tg € (z+ 2,24+ 1) met a < (A, f)(z). Met de continuiteit van
f te x volgt nu dat deze relatie ook in een kleine §-omgeving van = geldt. We
moeten ervoor zorgen dat o € (y + +,y + ) geldt, als y € (x — 6,2 4 ). Dat

kunnen we doen, door § weer klein genoeg te kiezen. Dan geldt
y € (x—0d,x+0) = a < (Ay f)(y).
Per definitie van D,, ,, krijgen we ook dat
y € (x—0d,x+0) = a < Dy n(y)-
Met hetzelfde argument als in lemma 6.11 volgt de claim. ]
6.13. Laat R € R. Samenvattend kunnen we dan het volgende zeggen:
1) (DFF)7H(R,0)) C Se(Af > R).
(2) (DFf)™((R,00)) en S.(Af > R) zijn beide Borelmeetbaar.

Analoge uitspraken gelden natuurlijk ook voor de overige Diniafgeleides.
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7 De stelling van Lebesgue

Ter herhaling schrijven we de hoofdstelling nu nog een keer expliciet op:

7.1 Stelling (Lebesgue, 1904). Laat f : [a,b] — R een stijgende functie zijn.
Dan is f bijna overal differentieerbaar. In het bijzonder moet f' bijna overal

gedefinieerd en eindig zijn.

7.2. De stelling werd door Lebesgue eerst voor het geval bewezen dat f continu
is. Als we het over de stelling van Lebesgue hebben refereren wij toch naar
stelling 7.1, die een algemenere situatie beschrijft. Als we expliciete aannames
over de continuiteit van f maken, wordt dit in de tekst duidelijk gemaakt.

We zullen ons nu intensief met deze stelling bezig houden. Om de bewijsme-
thodes beter te kunnen begrijpen zal ik ten eerste laten zien welke informatie
we nodig hebben om de stelling te kunnen bewijzen. We kunnen de differenti-
eerbaarheid tot het bestaan van zekere Diniafgeleides en het eindig zijn daarvan

reduceren.

7.3. Om de stelling van Lebesgue te kunnen bewijzen hoeven we ons over de
randpunten van [a, b] geen zorgen te maken omdat {a,b} een verwaarloosbare
verzameling vormt. Daarom zullen we ons in het volgende tot het interval (a, b)
beperken omdat we met dit open interval makkelijker kunnen werken. Merk
op dat eerdere definities, met betrekking tot differentieerbaarheid, ook over het

inwendige gaan, en de randpunten buiten beschouwing laten.

7.4. Nu we Diniafgeleides als hulpmiddel ter beschikking hebben, kunnen we
twee sleuteleigenschappen voor stijgende functies formuleren die aan het origi-
nele probleem equivalent zijn. Deze twee eigenschappen kunnen we dan op een

aantal verschillende manieren bewijzen, waaruit de stelling van Lebesgue volgt.

7.5. Laat f : [a,b] — R een stijgende functie zijn, niet noodzakelijk continu.
Maak
Ew :={z € (a,b) : f'(z) = +oc}.

Dan zijn we klaar als f’(x) voor bijna elke z in R gedefinieerd is (zie conventie
2.1) en E., een verwaarloosbare verzameling is. Neem aan dat we het volgende

voor elke stijgende functie f op een interval [a, b] weten:
(A) D; f > D; f, bijna overal.
(B) D, f < oo, bijna overal.

Claim: (A) en (B) zijn voldoende om stelling 7.1 te kunnen bewijzen.
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Bewijs. Maak de functie g : (=b,—a) — R door g(x) = —f(—z). Voor = €
(=b, —a) geldt

_ _ . —f(=y) + f(—=2)
Dro@) =sup Wl 2
_ . f(=z) — f(2)
-0 ze(—g,lfwﬂ) (—z) — =2
= (D; f)(—x).

Analoog vinden we dat
(D g)(x) = (D} f)(~x).

Omdat g stijgend is kunnen we (A) op g toepassen. Voor x € (—b, —a) krijgen

we dan
(D 9)(x) = (D; f)(—x) > (D} g)(x) = (D] f)(—x)

dus D, f > D;r f, bijna overal. Dat geeft samen
DYf<D f<Dff<D f<D!Ff,

bijna overal. Hieruit volgt dat f’(x) voor bijna elke x in (a,b) waarden in
R U {oco} aanneemt omdat de Diniafgeleides bijna overal aan elkaar gelijk zijn.
Met (B) volgt nu triviaal dat deze dan ook bijna overal eindig moeten zijn zodat

FE . verwaarloosbaar is. De stelling van Lebesgue volgt. |

De taak is dus (A) en (B) te bewijzen. Het is dan handig om bij het reduceren
nog een stap verder te gaan door eigenschappen van de Lebesgue-buitenmaat

te gebruiken, zoals we in de volgende paragraaf zullen zien.

7.6. Om (A) te bewijzen kunnen we laten zien dat de verzameling
E={z € (ab): (D f)(z) < (D f)(x)}
een verwaarloosbare verzameling is. Maken we
Eyp:={z € (a,b): (D f)(x) <r <R<(Dff)(2)} (0<r<R)

dan zien we

E= |J Emnx
0<r<R,
r,ReQ

We zien dus dat het genoeg is als iedere E,r verwaarloosbaar is.

Samenvattend weten we nu dat de stelling van Lebesgue waar is als
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m*(Err) = 0 voor elke 0 < r < R, (7.1)
m*(Ex) = 0. (7.2)

Omdat deze verzamelingen zo een cruciale rol spelen houden we dit als defi-

nitie vast:

7.7 Definitie. Laat f : [a,b] — R een stijgende functie zijn. Dan associéren

wij twee verzamelingen E,. g en F., met f. Deze zijn gegeven door
E.g:={x € (a,b): (D; f)(z) <r < R< (D} f)(x)}

Ew :={z € (a,b) : f'(z) = o0}

Hierbij merken we op dat we E,r ook kunnen schrijven als
Err = (D )~ ((=o0,7)) N (D )" (R, +00)).
In het bijzonder zien we met lemma 6.12 dat E,.r meetbaar is.

7.8. We kunnen ons nu volledig met de vraag bezig houden, hoe we formules

(7.1) en (7.2) kunnen bewijzen.

8 Bewijsmethodes

In het vorige hoofdstuk hebben we geanalyseerd wat we precies nodig hebben om
de stelling van Lebesgue te kunnen bewijzen, namelijk (7.1) en (7.2). Er zijn een
aantal verschillende manieren om deze beweringen te bewijzen. Het doel van de
scriptie is dat we een aantal bewijsmethodes op een heldere manier behandelen
en met elkaar vergelijken. De in het volgende gepresenteerde methodes zijn naar
persoonlijke voorkeur gekozen en zodanig dat zij de achterliggende principes,
die voor waarheid van de stelling van Lebesgue verantwoordelijk zijn, proberen

duidelijk te maken. We kunnen de bewijzen grofweg in drie stukken verdelen:
(I) Het continue geval bewijzen.
(ITI) Het algemene geval door middel van (I) bewijzen.
(ITI) Het algemene geval adhoc bewijzen.

We zullen zien dat (I) vrij makkelijk te doen is, zodat (II) een aantrekkelijke

keuze is. Maar er zijn ook voordelen om meteen aanpak (III) te kiezen. Nadat
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we een betere overzicht over de bewijsmethodes hebben, zullen we op de voor-
en nadelen nog dieper ingaan.
Nu behandelen we eerst een aantal technieken, die de basis voor ons werk

vormen.

8.1 Rijzende zon

8.2 Lemma (Rijzende zon, Riesz [4], 1932). Zij f : [a,b] — R een continue
functie. Maak

Up :={x € (a,b): Eris eeny € (x,b] met f(y) > f(z)}.
Dan is Uy open. Als Uy # 0 laat (o, B) een component van Uy zijn. Dan geldt

fle) < f(B).
Voor o # a geldt bovendien f(a) = f(53).

Bewijs. (I) Stel « € Uy. Dan is er een y > « met f(y) > f(z). Omdat f

continu is kunnen we een J > 0 vinden zodat § < y — z en
¥ € (z—5,z+0) = fly) > f(@').

Dat bewijst dat Uy open is.

Laat nu («, 3) een component van Uy zijn. Kies « € (o, 8) en maak

A=At ez, f]: f(t) = fz)}

Dan is A begrensd en niet-leeg zodat s := sup A bestaat. Omdat A gesloten is
(f is continu) geldt s € A, dus zeker s < 8. Bewering : s = 3.
Stel s < B. Per definitie van A moet gelden f(8) < f(x). Bovendien geldt
s € [z,0) C (a,8) C Uy zodat er een y € (s,b] is met f(y) > f(s). We
onderscheiden nu twee gevallen:
e Stel y € (s,8]. Met f(y) > f(s) > f(x) geldt y € A dus y < s. Tegen-

spraak.

e Stel y € (8,0]. Er geldt f(y) > f(s) = f(z) > f(B) dus f(y) > f(B) met
y > . Dus 8 € Uy. Tegenspraak.

Er geldt dus f(x) < f(8), voor alle z € (a, 8). Met de continuiteit van f volgt:

f(a) = flat) = lim f(z) < f(B).

zla
(IT) Laat nu («, 5) een component van Uy zijn met a > a. Stel f(a) < f(B).
Omdat a € (a,b) en f(a) < f(B) geldt dus o € Uy. Tegenspraak. Dus f(«o) =

f(B).
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Merk op: Voor o = a geldt in het algemeen niet f(a) = f(3).
|

8.3. In figuur 6 zie je duidelijk waar de naam van het lemma van de rijzende
zon vandaan komt. We merken nog op dat je een analoge versie kunt formuleren

als de zon op de negatieve x-as opgaat. Als dus

U={ze(ab)|3y<z:fly) <f(x)},

dan geldt voor een component («, ) van U ook f(a) < f(B).

Bekijk hiervoor de functie g(z) = —f(—z) op [-b,—a]. Als z € U dan
—z < —yen—f(—(—y)) > —f(—(—z)). Dus —z < —y en g(—y) > g(—=z). Door
lemma 8.2 op g en —U toe te passen vinden we componenten (—f,, —ay,) van
U met g(—Bn) < g(—an) ofwel —f(8n) < —f(an). Dat geeft flan) < F(Ba),

waar (o, 3,) de componenten van U zijn.

a a1 b1| a2 b2 a3 b3 b

Figuur 6: De zon gaat op de positieve xz-as op. Bron: Wikipedia.
8.4 Lemma (Rijzende zon, Faure [7], 2003). Zij f : [a,b] = R continu en U in
(a,b) open. Dan maken we

Up:={x€U:Eriseny<xz met f(y) < f(z) en (y,x) CU}.
Als (o, B) een component van Uy is geldt f(a) < f(B).

Bewijs. Omdat U C (a,b) open is kunnen we U in zijn componenten ontbinden:

U =J(an, bn).
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Maak dan f, := f | [an, bn]. Noteer

E, :={x € (an,by) : Jy € (x,b,] : f(y) > f(x)}.

Dan geldt

Us=JEn.
Bekijk dan een component (a, 5) van Uy. Omdat de E,-en onderling disjunct
en open in (an,by) zijn is (a, B) een component van een zekere F,,. Door de

versie van Riesz (8.2) op f, toe te passen zien we dat f,(a) < f.(8), ofwel

fla) < f(B). ]

8.5. We zien dus dat de versie van Faure makkelijk uit die van Riesz af te leiden
is. Soms is het handiger om over de versie van Faure te beschikken omdat we

dan niet per component van de open verzameling hoeven te werken.

8.6. Als we in verband met het lemma van de rijzende zon een verzameling zoals
Uy zien dan weten we meteen dat zo een verzameling te schrijven is als disjuncte
vereniging van intervallen (a,,B,) zodat f(a,) < f(Bn). Dit gebruiken we

vaker, zonder referentie.

8.7 Vitali-overdekkingen

8.8 Definitie. Laat £ C R een begrensde verzameling zijn. Een collectie Z van
niet-lege compacte intervallen van positieve lengte heet een Vitali-overdekking

van F als voor elke x € E een I € 7 bestaat met « € I en m(I) < e.

8.9 Lemma. Laat Z een Vitali-overdekking van een begrensde verzameling E C

R zign. Laat € > 0. Dan zijn er onderling disjuncte I1,--- ,In € I zodat
N
m* (E\ U In> <e
n=1
In het bijzonder' geldt dan

N
m* (U In> >m*(E) —e.

Bewijs. (I) Laat € > 0. Laat O D E een begrensde open verzameling zijn die
E omvat. We kunnen z.b.d.a. aannemen dat elke I € Z in O bevat is.

(IT) We maken nu een rij (I,)™_; van intervallen in Z met m € NU {o0}:

(i) Kies I; € T willekeurig.

IBedenk dat m*(A) < m*(ANB)+m*(A\ B) < m*(B)+m*(A\ B), wat uit de monotonie

en subadditiviteit van m* volgt.

31



(i)

(iii)

(viii)

Laat Q de verzameling van rijtjes (Ji,---,Jn) € Z™ zijn, voor n € N,
z6 dat E ¢ Jy U---UJ, en de Ji-en onderling disjunct zijn. Laat €.
de verzameling van alle rijen (J1,Jo, -, Jn, IN+1, -+, IN+K) Zljn waar
(Ji, ooy JIn-1) € Qen Iy = Ing1 = INs2 = - = vk, K > 1 en
JiU---UJy D E. Verder eisen we dat J. N Jy =0 voor r € N — 1.

Opmerking: Als (Jy,Jo,- -+, Jp,) € , dan bestaat
kj, g, i=sup{m(I): I €ZenVren:I,NI =70}

Dat is zo omdat J,U- - -UJ,, een gesloten verzameling is, zodat er intervallen
I € 7 moeten bestaan met I C E\ (I; U---UI,). Verder hadden we

aangenomen dat alle I € Z in O bevat zijn, waarbij O begrensd is.
Gevolg: Stel (J1,Jo, -+, Jp) € Q. Dan bestaat er een J € Z zodat

Vren:JNJ, =0,
m(J) > %le,'“,Jn'

Merk op dat 2 N Q. = (). We maken nu door middel van het keuzeaxi-
oma een functie ® : QU Q. — QU Q.. Als (J1,Ja, -+, J,) € Q dan is
®(Jy, -+, Jpn) een interval J zoals in (iv). Als (Ji,Jo, - ,Jpn) € Q. dan
laten we ®(Jq, -, Jy) = Jp.

Noem nu een rijtje (J1, - ,Jn) € QU Q. bruikbaar als J; = I; en als
&(Jy, -, Jk) = Jgg1, voor 1 <k <n-—1

Bewering: Voor iedere n € N bestaat er één bruikbaar rijtje

Bewijs. We bewijzen dit met volledige inductie: Voor n = 1 is (1) de

enige bruikbare rij ter lengte 1.
Nu voor n > 1: Stel we weten dat er precies één bruikbare rij (J7*,- -, J7)
is. Duidelijk is

(J{lf" Iy CI)(J?V" 7‘]7?))

»Yno

een bruikbaar rijtje van lengte n + 1. Dat dit de enige keuze is volgt uit

de definitie van ,,bruikbaar”. |

Nu kiezen we
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(ix) De zo gevonden rij heeft nu de volgende eigenschp: Als er een minimale
N ismet I, = Iy voor k > N, dan geldt £ C [y U---U Iy, waar de I,-en

onderling disjunct zijn. Laat m := N.
Als zo'n N niet bestaat hoeven ons rij niet in te korten. Laat dan m := oco.

De zo gevonden rij heeft dus de vorm (I,,)"_; waar m € NU{co}. Nu zijn

alle I,,-en onderling disjunct en er geldt m(1,,) > $m(f,—1).

(x) Als nu m < oo, dan hebben we gezien dat I U---U I, D E, zodat onze

stelling duidelijk bewezen is. We kunnen dus aannemen dat m = co.

(III) Omdat alle intervallen in O bevat zijn volgt met hun disjunctheid dat
>-m(I,) < . Er bestaat dus een N € N zodat
S m(l) < g
n>N
Laat C := L U---U Iy zijn en R := E\ C. Als we kunnen bewijzen dat
m*(R) < € zijn we klaar.
(IV) Laat € R. Dan « ¢ C. Maar C is open dus we kunnen een interval
I€Z vindenmet z € I en INC ={.
Bekijk nu algemeen het volgende: Stel I € Z. Als INI. = () voor r € n,
dan geldt m(I) < kp,... 1
dus dat m(I) = 0 omdat m(I,) — 0. Dat kan niet omdat Z alleen intervallen

< 2m(I,41). Als dat voor elke n geldt krijgen we
van positieve lengte bevat. Er is dus een ng met I N 1I,, # 0. Kies die ng zo
klein mogelijk. Omdat I N C = @ moet dus gelden ny > N. Omdat I met
I, Iy, disjunct is geldt m(I) < ky, ... Tngo1 < 2m(Ln,).

Laat z € I N I,, en zij m het middelpunt van I,,,. Dan geldt (zie figuur 7)

1

|z —m| < o — 2|+ |2 —m| <m(I) + 5m(ln,)
1 5

<2m(l,,) + §m(In0) = gm(Ino).

Laat m,, het middelpunt van I,, zijn. Maak dan

z
T :
It —
L )
Figuur 7: Afstand van z en m.
5 5
Jn = |my — im(In),mn + im(In) (n > N).
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Dan zien we dat = € J,,, met ng > N en dus

Rc | Ju
n>N

Met de eigenschappen van de buitenmaat geldt dan

m*(R) < Y m*(J,) =5 m*(I) <e.

n>N n>N

We zijn dus klaar. [ ]

8.10. We hebben nu twee belangrijke lemma’s bewezen: Het lemma van de
rijzende zon en het lemma van Vitali. Nadat we beide lemma’s hebben toegepast

zullen we bespreken in hoeverre zij vergelijkbaar zijn.

9 Het continue geval

9.1. In het volgende bekijken we stijgende functies f : [a, b] — R die ook continu
zijn, dus f € Cla,b] N M™[a,b]. De stelling van Lebesgue, voor deze functies,
heeft hijzelf in 1904 bewezen. Riesz heeft dit ook in 1932 gedaan, door het

lemma van de rijzende zon zoals in 8.2 te gebruiken.

9.2 Hulpstelling. Stel f : [a,b] — R is stijgend en continu. Stel E C S,.(Af >
R). Dan
£(b) ~ ()

R
Bewijs. Maak G : [a,b] = R: z — f(x)—Rx. We passen lemma 8.2 op G toe en
vinden Ug = J(an, b,) zodat G(a,) < G(b,) dus f(a,) — Ra, < f(b,) — Rb,,.

Dat is equivalent aan

m*(E) <

R<bn - an) < f(bn) - f(an)~

Verder geldt £ C Ug want laat « € E C (a,b). Per aanname kunnen we een

y € (a,b) vinden met y > x en

fly) = f(z) > R(y — 2),
ofwel f(y) — Ry > f(z) — Rz dus G(y) > G(x). Dan geldt

e (B) < m*(Ue) = Y (b — o) < 5 Y (5 (0w) — flaa)) < LEZLY,

De ongelijkheid > (f(bn)—f(an)) < f(b)— f(a) staat in lemma 5.9 bewezen. W
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9.3. We bekijken nu de eerste manier om de stelling van Lebesgue voor continue
functies te bewijzen. Het bewijs heeft alleen het lemma van de rijzende zon en
de Lebesgue-buitenmaat nodig. We geven een kleine variant van het bewijs van
Riesz omdat deze makkelijker te lezen is. Het bewijsidee komt volkomen met

dat van Riesz overeen.

9.4 Bewijs via rijzende zon

We bewijzen eerst (7.2), dus dat E, verwaarloosbaar is. Laat K > 0. Laat
Ex :={x € (a,b) : (DS f)(z) > K}.

Er geldt E, C Ex C S, (Af > K) zodat met hulpstelling 9.2 volgt dat

e (Ba) < () < L0510
Neem nu de limiet K — oc.

Nu kijken we naar (7.1). Stel m*(E,r) > 0. Dan is er een U D E,.p zodat
m*(U) < Em*(E,g). Schrijf U = |JI,,, waar de I,, de componenten van U zijn.
Bekijk nu een vaste I,,. Maak G : clo(—1I,) = R : 2 — f(—x) + rz. Door 8.2

op G toe te passen krijgen we Ug = |J, (a, b) binnen I,, met

fo) — flak) < r(by — ag).

Bekijk nu de functie H(z) := f(x) — Rz (x € [a,b]). We passen 8.2 toe op
H | [ay, by] voor elke k. Dat geeft componenten Upg(a, 5] = U;(@ki, bri) binnen
(ag,br) met

R(bgi — agi) < f(bri) — f(ar:)-
Maken we nu U,, := Um(aki, bi;) zien we met de disjunctheid van alle (ax;, bg;)
en lemma 5.9 dat

m*(Un) = > (bri — axi) (9.1)

ki

= % D (f(brs) = flars)) < % > (f(be) = flax)) (9.2)
ki k

< 5 O (be—a) < m* (L), (9-3)

Er geldt verder
Eyp=EpNU=|JErNI,

en F.p N1, C U,. Dat deze inclusie geldt (zie 9.5 voor details) kan je weer
inzien met
E.r CS-(Af>R)NS(Af < 7).
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De vorige inclusie staat beschreven in lemma 6.9. Samen geeft dit
m*(ETR) < Zm* (ETR N In)

<Y m(U,) < %Zm*([n)
< %m*(U) < m*(Evp).

Dat is een tegenspraak, zodat m*(E,g) = 0 moet gelden. |

9.5. Er zijn een paar opmerkingen over dit bewijs te maken. Voor een betere
leesbaarheid heb ik de claim E,.r NI, C U, niet meer expliciet bewezen. Omdat
we soortgelijke uitspraken nog vaker tegen komen bewijs ik het hier:

Laat x € E.gN1,. Dan geldt z € I,,, een component van U. Zoals opgemerkt
geldt verder z € S,.(Af > R) en z € S;(Af < r). We willen laten zien dat er k
en i bestaan met x € (ax;, bg;). We bewijzen eerst de existentie van k. Met de
openheid van I, en z € S;(Af < r) vinden we een y in I,, met y < x zodanig

dat
fy) — fx)
y—x
Als we in de oorsprong spiegelen hebben we —z < —y in —I,, met G(—x) <

<r, ofwel f(y)— f(z)>r(y—x).

G(—y) zodat —z in een een of ander interval (—by, —ay) bevat is, dus: Er is een
k met « € (ag, bg), per constructie van deze componenten. Nu is het makkelijk
te zien, met & € S.(Af > R), dat er een i is met & € (ag;, b;). De subtiliteit
ligt dus in het spiegelen in de oorsprong.

Een andere opmerking is dat dit bewijs een kleine verfijning van het bewijs van
Riesz is. Hij werkt meteen in (a,b) zonder E, g door een open verzameling U te
omhullen, waarvan de maat niet veel van die van F,.p verschilt. Hij gebruikt het
lemma van de rijzende zon oneindig vaak om collecties 3J,, van componenten te
construeren zodat E, g in UX,, bevat is voor elke n én zodanig dat m*(UXs,) <
(%)nm*(uﬁl) < (’E)n (b—a). Met 0 < r < R en de limiet n — oo te nemen
volgt hieruit ook dat m*(E.r) = 0.

Het enige verschil met ons bewijs is, dat we niet oneindig vaak het lemma van
de rijzende zon hoeven toe te passen, omdat we meteen in een open verzameling

werken, waarvan de maat niet te veel van die van E,. g verschilt.

9.6. Omdat de collectie der punten waar f niet continu is een aftelbare ver-
zameling vormt (zie lemma 5.5) lijkt het voor de hand te liggen dat men het
bewijs, zoals door Riesz gegeven, ook voor niet noodzakelijk continue functies

kan aanpassen. Riesz zelf zegt het volgende :

The modifications that have to be made in the previous reasoning

in order to prove the lemma in this extended form and to apply it
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to the case of discontinuous monotonic functions are so obvious that

we shall omit the details.

Maar juist de overgang van het continue naar het discontinue geval is niet tri-
viaal. Rubel vond de door Riesz voorgestelde uitbreiding niet zo eenvoudig en
heeft om die reden in [1] uitgelegd hoe het beter kan. Om de moeilijkheid bij
Riesz te zien bekijken we even hoe hij zijn lemma van de rijzende zon wilde

uitbreiden:

9.7 Lemma (Rijzende zon, aangepast). Laat f : [a,b] = R een functie zijn
zodat f(x—) en f(x+) voor iedere x € [a,b] bestaan.? In de randpunten nemen
we de voor de hand liggende definities f(a—) = f(a) en f(b+) = f(b). Verder
moet gelden

z€fab] = fla-)< fla) < flat)

Laat dan
U:={x € (a,b): Eriseeny>z metgy) > glx+)}.
Dan is U open en als (a, B) een component van U is geldt g(a+) < g(8+).

9.8. Dit lemma laat zich zonder problemen bewijzen. Het bewijs is in grove
lijnen hetzelfde als bij 8.2. Een expliciet bewijs staat in [5, p. 29,30].

De uitvoering van het bewijs zoals Riesz het suggereert wordt in [5, p. 30, 31]
gegeven. Het gaat helemaal analoog met de continue versie als we ons tot de
punten beperken waar onze stijgende functie f continu is. Maar er treedt een
onverwachte complicatie op. Deze wil ik kort schilderen. In de redenatie duikt
de volgende ongelijkheid op:

o0

D sBrit) = frlowit)) < F(Be—) — flaw+). (9.4)
i=1
Deze is het analogon van formule (9.2). Hierbij is fi de beperking van f tot
[k, Br] C [a,b]. Verder zijn de (ay;, Br;) componenten van een open verzameling
binnen (g, Bk).
Formule (9.4) hoeft niet noodzakelijk waar te zijn. Als namelijk f te Sj een
sprong maakt en fi;, = B voor zekere ig dan geldt f(Bx—) < f(Bri,+)- In dat
geval is de som in (9.4) dus echt groter dan f(8x—) — f(ax+). De ongelijkheid

klopt dus niet meer. In de daaropvolgende stap (zoals in formule (9.2)) moet

2Merk op: We hebben f(z+) en f(z—) alleen voor stijgende functies gedefinieerd. Voor een
algemene definitie gebruiken we de beschrijving door linker- en rechterlimiet zoals in gevolg
5.4.
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over k gesommeerd worden zodat we oneindig vaak een potentiéle fout bij het
resultaat optellen. Dus: Op die manier kunnen we het bewijs helaas niet voeren.
In [11, p. 71] beweert John von Neumann dat we zonder beperking der
algemeenheid f(Bx+) door f(Br—) mogen vervangen, als S gelijk is aan een
zekere B, -
Nadat ik, zonder succes, probeerde te bewijzen, dat deze aanname gedaan mag
worden, ben ik tot de conclusie gekomen dat de bewering van Von Neumann

niet zonder nadere uitleg te verantwoorden is.

9.9 Definitie. Laat A C R. We nomen z € A een dichtheidspunt 3 als

1
lriﬁ)lﬂm*(Am (x—rax+r)) =1

9.10 Stelling (Dichtheidsstelling van Lebesgue). Laat A C R. Dan is bijna
elke x € A een dichtheidspunt van A.

9.11. Een bewijs bevindt zich in [5, p.194].

9.12 Gevolg. Laat A C R. Als A geen dichtheidspunten heeft, dan is A

verwaarloosbaar.

9.13 Bewijs via dichtheidspunten

We bewijzen nu dat E,.r verwaarloosbaar is door middel van dichtheidspunten
en het lemma van de rijzende zon.
Maak weer G(x) = f(—x) + ra op [-b, —a]. Passen we het lemma van de

rijzende zon op G toe krijgen we weer Ug = |J(an, by) en

J(bn) = flan) < 7(by — an).

Door nu f,, := f | [an, by] te bekijken zien we dat E,.gN[an,b,] C Sr(Af, > R),
zodat we hulpstelling 9.2 op f, kunnen toepassen. Dat geeft dan m*(E,r N
[an,by]) < N’LRJC((L"). Met E,.r C Ug zien we

m*(E,.g) =m* (ETR N U(an, bn))
< S0 (B 0 b)) < 5 S0 (Bw) = fan)

SE (bn—an)gﬁ(b—a).

Laat nu € > 0 en ¢ € [a,b]. Bekijk dan f | [c— €, ¢+ ¢€]. Door het vorige verhaal

op deze beperkte functie toe te passen zien we dat m*(E.rN[c—¢,c+e]) < 52€.

3De notatie laat misschien aan adherentie en limietpunten van A denken, maar deze zijn
hier niet bedoeld.

38



Dan geldt

1
leiﬁ)lim*(ErRﬂ [c—ec+e]) < % < 1.

FE.r kan dus geen dichtheidspunten hebben. Met gevolg 9.12 moet E,.r dus
verwaarloosbaar zijn.
Het bewijs dat E, verwaarloosbaar is kunnen we uit het bewijs van Riesz

overnemen. |

9.14. Het verschil met ons eerste bewijs is dat we, zoals Riesz, de verzameling
E.g niet eerst door een open verzameling benaderen. We krijgen dus een grovere
afschatting voor de maat van E, g, die wel genoeg is om te concluderen dat E,.p

geen dichtheidspunten heeft.

10 Van continu naar discontinu

10.1. In deze sectie proberen wij de stelling van Lebesgue voor het continue
geval naar het discontinue geval uit te breiden. , Discontinu” betekent hier dat
f : [a,b] — R niet meer noodzakelijk in ieder punt continu hoeft te zijn. Als
fundament voor het volgende verhaal dient de volgende afgezwakte versie van

de stelling van Lebesgue voor continue functies:

10.2 Stelling. Zij f : [a,b] — R een stijgende en continue functie. Dan is f’
bijna overal gedefinieerd. In het bijzonder geldt dus voor bijna elke x € [a,b] dat
f'(z) € [0, +o0].

10.3 Lemma (Lusin). Zi f : [a,b] — R een willekeurige functie. Dan is de

verzameling
{f(z): f'(z) =0}
verwaarloosbaar. Dus als Z = {x : f'(x) = 0}, dan m(f(Z)) = 0.

10.4. Een bewijs bevindt zich in [5, p.154]. Het bewijs is elementair en maakt

alleen gebruik van eenvoudige eigenschappen van meetbare verzamelingen.

10.5 Bewijs via de continue linksinverse

(I) Zij f : [a,b] — R een stijgende functie, niet noodzakelijk continu. Omdat
f(z) = (f(z) + ) —  kunnen we aannemen dat f strikt stijgend is en
zelfs dat f de volgende eigenschap heeft:

,y € [a,b],
= fly)—flz)zy—=

<y
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(IT)

(IIT)

Als E C R verwaarloosbaar is, dan is f~!(E) ook verwaarloosbaar. Dit

zien we als volgt in:

Zij € > 0. Zoek open intervallen I, := (ay, b,) met

ECUIn en Z\In| <.
Dan is
e e (Uh) =Usr ).
Gebruik makend van lemma 5.11 en de subadditiviteit van m™* concluderen
Wij
m* (fTHE) <> m (T I) = > m* (7 ((an, ba)))
< S m* (anba) = YoMl <

We bewijzen nu dat f'(z) € [0, +o00] voor bijna elke x € [a, b]. Maak twee

verzamelingen:
yekr = y € [f(a), f(b)] en (f<) (y) is niet gedefinieerd,
zreD — f is niet continu te x.

Volgens 5.8 is f< continu en stijgend. Dus is E met stelling 10.2 verwaar-
loosbaar, zodat f~1(E) dat ook is; D is met lemma 5.5 verwaarloosbaar.

Dus is f~!(E) U D verwaarloosbaar. Neem nu aan
z € a,b]\ (fH(E)UD).

We bewijzen dat f'(z) gedefinieerd is, dus dat f'(x) € [0,+o0]. Door
de keuze van = weten we dat als ' — =z dan f(2') — f(z) en dat
(f)(f(z)) € [0,+0c]. Dan geldt

8
~—
S~—

|
~

T
S~—
=

H\

yipm i T
0,+00] 3 (F7)(f(a) = Jim SRET

. z—x
lim

~ oo f(2) = f(@)
- (1m f(x)f(w’)>_1

z'—x Tz —x

‘We hebben dus bewezen

f'(z) is gedefinieerd en f'(z) = [0, +00].

1
— < <
(f)(f(2))
Hierbij interpreteren we 1/00 := 0 en 1/0 := co. We merken nog op dat
f(z)— f(z') altijd ongelijk aan nul is, voor z’ # z, omdat f strikt stijgend

is.
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(Iv)

V)

(VI)

We moeten nog bewijzen dat Eo, = {x € [a,b] : f'(z) = +o0} verwaar-
loosbaar is. We geven hiervoor drie aanpakken. Het lemma van Lusin,
een elementair bewijs met behulp van de stelling van Heine en Borel en

het Vitali-lemma.

Aanpak 1: Lusin We laten weer zien dat E. \ (f~1(E)UD) verwaarloos-

baar is. We bekijken nu dus een punt x met de volgende eigenschappen
* f'(z) = +oo.
* (f7) (f()) € [0, +o0].
* f is continu te z.

We maken de verzameling

Z = {y € [f(a), f(O)] : (f7) (y) =0}

Met lemma 10.3 is f(Z) verwaarloosbaar. We zijn dus klaar als x €
f5(2) dus als = f* (y) en zekere y met (f<)'(y) = 0. Duidelijk werkt
y = f(z). Immers : f(y) = f<(f(xr)) = z. Verder mogen we de
berekening van (f*)'(f(z)) uit (III) copiéren. Dan staat er

f@»—f@ﬂ)l__l

(.9]

<ﬁyq@»—(nm o,

' —x x—x

Da laatste stap is formeel niet goed geformuleerd, maar inderdaad geldt
dat het differentiequotiént (A, f)(z’) willekeurig groot wordt, als z — '
omdat f/(z) = co. We zijn dus klaar.

Aanpak 2: Heine en Borel Laat R > 0 en

AR:{xe(aJ)) | Ellm<x<7~m;f(rz)f(lz)>3}_

Tzv_l:v

Dat Ag open is zie je met de definitie Ar: Gegeven een x € Ag zien we
dat (Iz,ry) C Ag. Dus

o0
AR = U (O‘naﬂn)v
n=1
voor de componenten (a,, 3,). Voor n € N maak o/, 8, met

B’:’L - O/n = en [O/n,ﬂ;,/] C (ana ﬂn)

Bekijk even een vaste n € N. Dan hebben we

[O/n,ﬁ;] C U (lwvrm)-

z€ay,,B,]
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Met de stelling van Heine en Borel, of in topologische taal compactheid,

vinden we dat
N,

[Oé;“ /B;L] C U (lnu Tnv)

i=1
Het getal N,, kiezen we hierbij minimaal. Door deze keuze zie je makkelijk
in dat ieder element van [a/,, 5/ ] in maximaal twee verschillende interval-
len (lni,7ni) en (ln;,7n;) bevat kan zijn. Als een punt in drie van zulke
intervallen bevat is kan je nagaan dat een van de drie in de vereniging van
de andere twee bevat is, wat in strijd met de minimaliteit van N,, is. We

vatten samen:

m(AR) = Z(Bn - Oén) < 2Z(B;z - O/n)

n

N,
271 z_lN"
< R ZZ(f(Tnv) —U(rni))
< 23BN ~ Flan)
< Z(7bn) = fan).
De afschatting
Ny,
> (i = lai) < 2((52) = f(an)

krijg je vanwege het feit dat geen drie of meer intervallen elkaar kunnen
snijden. Zie ook 5.10 voor meer informatie. We zien dus dat m(Ag) = 0.
We zijn klaar als Eo, C Ag voor iedere R > 0. Dat zie je als volgt in:

Voor gegeven R > 0 en x € E, is er een d-omgeving van = zodat

ye@—o0z+0) = (Af)y) >

vl

Kies een vaste 0 < h < 4. Dan geldt

fl+h)—f(x) R flx)—flx—h) R
h Z o h )

Optellen geeft
flx+h)— flz—h)
h
Metl,=x—henr,=x+hisx € Ag.

> R.
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(VII)

Aanpak 3: Vitali We kunnen met het einde van de vorige aanpak begin-
nen: We maken een Vitali-overdekking van F, als volgt: Voor z € F
kunnen we, zoals net gezien, willekeurig kleine h vinden met
[ +h) — ()
h

Deze intervallen vormen een Vitali-overdekking voor E.,. Laat € > 0.

> R.

Met lemma 8.9 vinden we hi,--- ,hy en x1, - ,xy zodat de intervallen

[, T + hy] onderling disjunct zijn en

m* (U[xmxn + hn]) >m*(Ex) — €.

Dat geeft

Neem eerst de limiet € | 0 en dan R — oo.

10.6. In 8.10 heb ik beloofd het lemma van de rijzende zon en het Vitali-

lemma te vergelijken. Om die reden heb ik in het vorige bewijs de verschillende

methodes gegeven om te bewijzen dat E, verwaarloosbaar is. Om het lemma

van de rijzende zon en Vitali direct met elkaar te kunnen vergelijken moeten

we even aannemen dat onze functie continu is, omdat onze versie, zoals in 8.2,

anders niet toepasbaar is.

(4)

(iii)

Voor Vitali nemen we intervallen [z, z + h] met (A, f)(x + h) > R. Deze
leveren met behulp van het Vitali-lemma een disjuncte overdekking van

FE, waarvan de maat op € na gelijk is aan de maat van F.

Het lemma van de rijzende zon werkt soortgelijk: We maken de verzame-
ling Ug met de functie G(z) = f(z) — Rz. Op die manier krijgen we een
overdekking F., C Ug waar we op de componenten van Ug dezelfde onge-
lijkheid als bij Vitali hebben. Laat (au,, 8,) een component van Ug zijn.
Laat h := (3, — a,,. Dan hebben we net als in (i) dat (A, f)(a+ h) > R.

Ook de aanpak door Heine en Borel levert een aantal intervallen, waarop
we een ongelijkheid zoals in (7) en (i¢) hebben. Ook hier vormen de in-
tervallen een overdekking die ons in staat stelt om de maat van F, af te

schatten.
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In zekere zin zijn dat dus allemaal methodes om overdekkingen van een verzame-
ling te vinden, z6 dat op ieder interval in de overdekking een zekere ongelijkheid
voor onze functie, ofwel de differentiequotiént daarvan, geldt. Deze ongelijkheid
wederom maakt het mogelijk de lokale groeieigenschap, gegeven door de verza-
melingen E, en E,.p, over te zetten naar het globaal gedrag. Grofweg kunnen
we dus zeggen: Door middel van overdekkingslemma’s kunnen we wit het lokaal
groeigedrag het globaal groeigedrag afleiden. In 12.1 maken dat nog preciezer.
We bekijken nu nog een andere methode, hoe we het continue geval kunnen

uitbreiden.

10.7 Bewijs via sprongfuncties

In het volgende is f : [a,b] — R stijgend. We laten zien dat f te schrijven is
als de som van een continue stijgende functie, en een sprongfunctie. Omdat we
de stelling van Lebesgue al voor continue stijgende functies hebben bewezen,
moeten we de stelling alleen nog voor een zekere sprongfunctie bewijzen. We
zullen zien dat dit niet moeilijk is. Het verschil met de vorige aanpak, namelijk
via de continue linksinverse f*, is, dat we nu de stelling van Lebesgue voor
continue functies direct op f, i.p.v. f, toepassen. In die zin ligt het wezenlijke
probleem bij de uitbreiding van het continue geval dus in het feit dat (stijgende)

sprongfuncties bijna overal differentieerbaar zijn.

10.8 Definitie. Zij f : [a,b] — R een stijgende functie. We definiéren de

oscillatie w(f, z) van f te x door

w(f,x) = flat) = fz—).
10.9 Definitie. Zij f : [a,b] — R stijgend. Laat D = {x1,z2, -} de verzame-
ling der discontinuiteitspunten van f zijn (zie 5.5). Laat
wWn = w(f,zn).
Met f(zn—) < f(x) < f(xp+) is er dan een 6, € [0,1] met f(x,) = f(zn—) +

0wy Hiermee maken we functies j, : [a,b] — R met

0 als © < xp,
0, alsxz=ux,,
1 als x > x,,.
Als z, = a leggen we vast dat j,(a) =0 en j,(z) =1 voor z > a. Als z, = b

dan laten we j,(b) =1 en j,(x) = 0 voor x < b. Zie figuur 8 voor de grafiek

van Jp.

44



Onan .
0 S >
| mn

Figuur 8: Grafiek van j,

Merk op:
> wn < £(b) - fla) < o

Vanwege de uniforme convergentie van 3 ay,j, kunnen we dus de volgende

functie maken:

Ji(@) =Y wnjn(@) (2 € [a,b).

10.10 Lemma. Zij f : [a,b] — R stijgend. J; heeft dan de volgende eigen-
schappen:

(i) Jy is stijgend.

(ii) Jy is precies in de punten z, discontinu en w(Jf,z,) = w(f,xn) = wy.
(ili) De functie f — Js is continu en stijgend.
Bewijs. (i) Elke functie x — a,j,(x) is stijgend, dus is J stijgend.

(ii) Zij ¢ € [a,b]. Stel ¢ # x,, voor iedere n. Dan is iedere j, continu te ¢, en

dus is ook Jy continu te ¢, vanwege de uniforme convergentie.

Andersom: Als ¢ = x voor zekere N, dan bekijk

N
‘]f(x) = anjn(l') + Z W Jn () (z € [a,b]).
n=1

n>N

De rechter som is vanwege de uniforme convergentie continu te c¢. De
linker som is eindig en heeft te ¢ = z duidelijk een sprong van grootte
wy =w(f,zn). Dus w(Js,c) = w(f,c).
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(ili) Laat y > . Dan geldt

Z Wn]n(y) - Z Wn]n(x)

Jr(y) — Jy(x)

Y>Tn T>Ty
<Y e Y
Tn <Y T, <x
= Z anf(y)_f(l')
T<Tn<yY

Er geldt dus f(z) — J¢(z) < f(y) — J¢(y) zodat f — Jy stijgend is.
We bewijzen nu dat f — Jy continu is. Als z ¢ {x1,x2,---} dan geldt
volgens (i) dat w(f,z) = w(Js,x) = 0, dus ook w(f — Jf,z) = 0. Als

x =z, voor zekere N, dan zien we ook met (i) dat

In elk geval is de oscillatie van f — J; te z gelijk aan 0, zodat f — Jg
continu is.

10.11 Stelling. Laat f : [a,b] — R stijgend zijn. Dan is J¢ bijna overal

differentieerbaar, met J}(z) = 0, bijna overal.

Bewijs. We moeten laten zien dat J; bijna overal differentieerbaar is, met als
afgeleide 0. Schrijf in het volgende J voor J¢. We merken op dat we klaar zijn
als voor iedere R > 0 de verzameling £ := (D;"J) 1 ((R,)) = {x € (a,b) :
(D;fJ)(x) > R} verwaarloosbaar is. We hebben dan namelijk

0<D.J<DfJ<O,

bijna overal. Door de functie z — —J(—x) (z € [-b, —a]) te bekijken krijgen

we net zo

0<D;J<DfJ<O0,

bijna overal. Dus bijna overal zijn dan alle vier Diniafgeleides gelijk aan 0, en
onze bewering is bewezen.

Laat dus R > 0 en bekijk FE := {z € (a,b) : (D;5J)(z) > R}. We merken op

dat
Z Wy, < 00.

Laat € > 0. Dan is er een N met EnZN wp < €. Laat Jy := ananjn. Dan
geldt
Jo(b) — J()(CL) < Z Wy < €.

n>N

46



Laat £ := E \{z1, 22, - ,xn_1}. Er geldt
rek = (D Jo)(z) > R.

Voor & € E zjn er dan intervallen [z, + h] C (a,b), voor willekeurig kleine
h > 0, zodanig dat
Jo(x + h) — Jo(z) > Rh.

Deze intervallen vormen een Vitali-overdekking van E, zodat we een disjuncte

deelcollectie {[z1,z1 + h1],- -, [Tk, TKx + hi]} kunnen vinden met

a A €
> b zm(E) - L.
k=1

Dat geeft
) K . K
0 < Rm(E) = Rm(E) <R<th+R> :R;hk+e
K
Z Jo(zk + hi) — Jo(zk)) + € < Jo(b) — Jo(a) + €

Z € < 2.
n>N

Neem nu de limiet € | 0. Dan geldt 0 < Rm(E) < 0. Met R > 0 moet dus
gelden m(E) = 0. ]

10.12. Het overdekkingsargument heb ik nu door middel van het Vitali-lemma
bewezen. Maar, als je dat niet wilt gebruiken, kunnen we het bewijs eenvoudig
aanpassen: We kunnen ook aannemen dat limsup;,_,o(Azh)(x+h) > € voor x €
E. Merk op dat volgens 6.12 geldt dat E meetbaar is. Dan ook E. We kunnen
dus, volgens stelling 2.12, een compacte K C E vinden met m(K) > m(E)/2.
Maar nu kunnen we intervallen (a,, b,) voor € K vinden met

JO(bw) B JO(aw)

R.
by — ay -

Pas nu Heine-Borel toe en neem een overdekking van K met zo min mogelijk
elementen. Dat betekent dat niet meer dan twee van de zo gevonden intervallen

(a1,b1), -+, (ak,br) elkaar snijden. Hieruit volgt
0 < Rm(E) < Rm(E) < 2Rm(K) < 2R (b — ax)
<2 (Jolbk) — Jo(ax)) < 4A(Jo(b) — Jo(a)) < 4e.

Blijkbaar is E¥ verwaarloosbaar.
Een andere methode is nog te vinden in [2], die de variatie van J; beschouwt,

maar in grove lijnen hetzelfde idee als hierboven volgt.
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11 Het algemene geval

11.1. Het volgende bewijs berust op het bewijs van Royden zoals in [9, p. 100-
103]. Het eerste deel van het bewijs heeft het Vitali-lemma (zie 8.9) nodig en
elementaire feiten van de Lebesgue-buitenmaat. Om (7.1) (m(E,r) = 0) te
bewijzen hebben we dus alleen elementaire analyse nodig. Om (7.2) (m(Fs) =
0) te bewijzen maakt Royden gebruik van meetbaar- en integreerbaarheid. Uit
dit bewijs krijgen we nog een nuttige afschatting als cadeau. Deze aanpak leeft
dus in een andere sfeer dan de methodes (V)-(VII) in 10.5, omdat deze geen

gebruik van integratietheorie maken.

11.2 Bewijs via Vitali-overdekking

(I) We beginnen met (7.1) en maken twee Vitali-overdekkingen van E,.r. Laat
€ > 0. F,.p is begrensd zodat we een open verzameling O D FE,.p kunnen vinden
met m*(0) < m*(Egr) + €.

(ITI) Laat = € E,g. Met E.r C Si(Af < r) bestaan er willekeurig kleine
h > 0 zodat [x — h,z] in O bevat is en

f(x) = f(x—h) <rh.

Met het Vitali-lemma kunnen we van deze intervallen een disjuncte deelcollectie

{I, -+, Iy} vinden met

N
. €
m (ETR\nL_JlIn> <5
Schrijf I,, = [x,, — hp, x,] voor n € N. Dan geldt

N

N
> (f@n) = f@n —ha)) <Y hy <rm*(0) <r(m*(Epp)+e). (11.1)

n=1

Bekijk nu een vaste n € N. Stel y € int([,) N E,g. Dan kunnen we met
E.r C S.(Af > R) intervallen [y, y + ¢] C int(f,) vinden met ¢ > 0 willekeurig

klein en zodanig dat
fly+1t)— fly) > Rt.

Deze intervallen vormen een Vitali-overdekking van int(I,,) N E.r. We vinden

hieruit disjuncte Jl("), e ,JJ(\Z) met

N, Np,
m* <(In nExR)\ J,§”>> =m* ((int([n) NE.r)\ kszl J,i"’) < NLR.

k=1
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(IIT) Schrijf J™ = [, 4™ + %] voor k € N,. Voor n € N geldt

Nn

n n €
S —m <U Jy ) (N Eer) = -
k=1

Hiermee zien we

Ny,
> (P + 1) - £t )>RZL‘ > Rm*(I, N Eyg) —¢/N.  (11.2)
k=1

Merk even op dat

N N
m* (ETRQ U In> >m*(E.R) — < U ) >m*(E.gr) — €¢/R.

We sommeren nu alle termen in (11.2):

We hebben dus gevonden:

Nr

N
R (Bep) =2 < 305 (£ +407) = £(17)). (11.3)

n=1k=1

De intervallen J;" () zijn onderling disjunct en bevat in I,,. Met lemma 5.9 volgt

dus:

N N, N
SO (P ) = £@) £ 3 (F@n) = Flwn = ).

n=1k=1 n=1

Samen met formule (11.1) en (11.2) geeft dat

R (Eyp) — % < ZZ( W+ 1)~ 1)) < rm* (Bo) + ) (114)

Neem nu de limiet € | 0. Dan zien we Rm*(E,r) < rm*(E,r). Omdat 0 < r <
R kan dat alleen als m*(E,gr) = 0.
(IV) Zij g de bijna overal gedefinieerde functie f’. Maak

n(f(z+3) = f(2) alsz+ 5 €lab],

b anders.

gn(x) =
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Dan geldt g, — ¢, bijna overal, zodat g meetbaar is. Omdat alle g,-en niet-

negatief zijn volgt met het lemma van Fatou (zie 13.3) dat

b b b
/ggliminf/ gn:hminfn/ flx+1/n) = f(z) dx

b+1/n a+1l/n
— liminf _
imin ln/b f n/a f
a+1/n
= lim inf lf(b) —n/ f]

< f(b) = f(a).

Omdat de (Lebesgue) integraal eindig is, volgt dat ¢g bijna overal eindig is. We

hebben dus bewezen dat E., verwaarloosbaar is.

11.3 Lemma. We houden vast: Als f : [a,b] — R stijgend is dan is de bijna

overal gedefinieerde functie f' meetbaar en

b
/ £ < £(b) - f(a).

11.4. Het eerste deel van het vorige bewijs lijkt wat omslachtig. Maar in feite
gebeurt er niet meer dan een paar handige keuzes te maken, zodat het eindresul-
taat enigszins goed uitkomt. Een soortgelijke aanpak, alleen op F, toegepast,
hebben we al in 10.5 gezien. Alleen dat we nu het bewijsidee van Riesz gebrui-
ken: Maak eerst intervallen I,, waarvan de totale lengte ongeveer gelijk is aan
de maat van E,.r en vervolgens maak voor iedere n intervallen J,g") waarvan
de totale lengte ongeveer gelijk is aan die van I,,. Met ,,ongeveer” bedoelen we
natuurlijk ,op € na”.

Een andere opmerking heeft met formule (11.4) te doen. We zien hier een

mooie afschatting. Als we e even vergeten staat er
Rm*(E.r) < (?) < rm*(E.R).

We bekijken wat (?) is: Voor het gemak nemen we aan dat f strikt stijgend
is. Omdat de intervallen I,, en J,gn) allemaal disjunct zijn, is (?) dan gelijk aan

m*(A), waarbij

Maar we hebben net gezien, dat m*(A) ongeveer gelijk is aan m*(E,.g). Dus op

€ na krijgen we een ongelijkheid van de volgende soort:

Rm*(E.r) <m*(f(Err)) < rm*(E.g).
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Dat is een uiteraard mooie observatie: Op de verzameling E,r hebben we in-
formatie (via de Diniafgeleides) over het lokale groeigedrag van f. Blijkbaar
kunnen we hiermee iets over het globale groeigedrag afleiden. Dus: De maat
van het beeld van F,.p wordt bepaald door het gedrag van de Diniafgeleides op
E.p.

In het volgende hoofdstuk maken we dit heuristisch verhaal nog wat preciezer,

omdat hierin, volgens mij, de essentie van het probleem ligt.

12 Groei van monotone functies

Zoals in het vorige hoofdstuk beweerd houden we ons nu met het groeigedrag
van monotone functies bezig. We maken dus een verband tussen de maat van
een verzameling E en de maat van de verzameling f(F), gegeven dat op F

zekere lokale eigenschappen voor f gelden:

12.1 Lemma. Stel f : [a,b] — R is strikt stijgend. Laat E C [a,b]. Voor een
Diniafgeleide D f geldt dan:

Df>RopFE = m*(f(E)) > Rm*(E),

Df<ropkE = m*(f(E)) <rm*(E).

In het volgende zullen we dit ook het groeilemma noemen.

12.2 Discontinu geval via groeilemma

Hiermee kunnen we eenvoudig de stelling van Lebesgue voor strikt stijgende

functies bewijzen. Nemen we voor E = E,.r dan geldt dus
rm*(Eyr) > m*(f(Err)) > Rm*(E.R).

Dat kan alleen als m*(E,r) = 0 zodat we (7.1) hebben bewezen. Net zo zie je
door E = E te nemen dat m*(f(Ex)) > Rm*(Ey) voor elke R > 0. Dus

: - £(0) = f(a)
m* (Ex) € m’ (F(Fuo)) < 22,

De algemene stelling van Lebesgue, zoals in 7.1 geformuleerd, laat zich dan
bewijzen door op te merken dat f(x) = (f(z) + =) — «.
12.3 Groeilemma via Vitali-overdekkingen

We bekijken in het volgende hoe we lemma 12.1 door middel van het Vitali-
lemma en het lemma van de rijzende zon kunnen bewijzen. We beginnen met

het Vitali-lemma om bij het verhaal uit 11.4 aan te sluiten:
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Bewijs.  (I) Stel eerst dat (D; f)(z) <7 op E. Laat ¢ > 0 en zij O een open

(IT)

verzameling met O O E en m*(0) < m*(E) +e.

Laat x € F. Dan is er een rij h, > 0 met h,, — 0 zodat

[ — hp, 2] C O en J(z) = Z(x = ftn) <r. (12.1)

Laat I,(z) := [z — hp,x] en Jy(x) = [f(z — hy), f(x)]. We merken
op dat de rij (h,) van z afhangt, maar voor de eenvoudigheid schrijven
we dat niet expliciet erbij. Per constructie geldt nu voor elke x € F
dat m*(Jp(x)) < rm*(I,(z)) waar m*(I,(z)) = h, — 0. Maken we
J = {Jp(x) : x € Eenn € N} dan zien we dus dat J een Vitali-
overdekking van f(FE) is. Met lemma 8.9 vinden we dan zy,--- 2y € E

en ny,--- ,ny € N met

N
m* (f(E) \ U Jm(x%)> <k¢,

i=1

waarbij de zo gevonden J,,(x;) onderling disjunct zijn. Ervan gebruik
makend dat f strikt stijgend is geldt dan

N
m*(f(E)) <m” <U Jm(ffi)> +e

i=1

N
=rm* (U I, (:cz)> +e<rm"(O)+e<r(m*(E)+e) +e

Dus m*(f(F)) < rm*(E) als we de limiet € | 0 nemen.

Stel nu dat D;f f > R op E. We nemen voorlopig aan dat f te x continu
is als € E. Laat € > 0 en zij V een open verzameling met V O f(F) en
m*(V) <m*(f(F)) +e.

Laat z € E. Omdat f te x continu is kunnen we een open interval I, > z
vinden zodat f(I,) C V. Nu is er een rij (h,) met h, | 0 zodanig dat

[z,2+ hy,] C I, en fla+ h;:) — /(@) > R.

We maken weer I,(z) := [z,z + hy] en Jp(z) := [f(2), f(z + hy,)]. Dan
geldt dus m*(J,(z)) > Rm*(I,(z)). Omdat h, = 0is Z := {I,(z) : z €
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(I1T)

Iv)

V)

E en n € N} een Vitali-overdekking van E. We vinden dus zy, -,y €

Eenny,--- ,ny € Nmet
N
m” (E\ U Im(xz)) <e.
i=1

Analoog met (I) krijgen we

Door weer de limiet € | 0 te nemen zien we m*(f(E)) > Rm*(FE).

De aanname in (II), namelijk dat f te z € F continu is, kunnen we
makkelijk kwijt raken. Laat C' de verzameling der punten zijn waar f
continu is. Volgens lemma 5.5 geldt dan dat E \ C verwaarloosbaar is.

Hieruit volgt

Rm*(E)=Rm*(ENC) <m*(f(ENC)) <m*(f(E)).
We hebben ons nu tot D, f en D;\ f beperkt. Uit lemma 6.9 volgt meteen
dat (I) ook met D f werkt en (II) met D f.

Zoals gewoonlijk kunnen we onze kennis over de linker Diniafgeleides door
g(x) == —f(—x) (x € [=b,—a]) op de rechter Diniafgeleides overbrengen.

Voor z € [—b, —a] weten we

(D f)(=2) = (D g)(x)  en (D f)(~x)= (D g)(=).

We kunnen (I) dus op g toepassen. Als D f < r op E dan DlJrg < T op
—F zodat

Net zo krijgen we de gezochte ongelijkheid als D" f < r op I/ . Het bewijs
voor het geval D, f > R op E en D;rf > R op E is nu duidelijk.
|
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12.4. We zien dat het bewijsidee hetzelfde is als bij 11.2, waar we het discon-
tinue geval adhoc via het Vitali-lemma bewijzen. De winst is, dat we nu het
bewijs op een hoger niveau van abstractie voeren, wat ervoor zorgt dat het

bewijs van het groeilemma veel eenvoudiger te lezen en te begrijpen is.

12.5 Groeilemma via rijzende zon

We bewijzen nu het groeilemma via het lemma van de rijzende zon. Dit bewijs
gebruikt ook het idee van Rubel, dat we in 10.5 al uitvoerig hebben gezien. In
essentie loopt het onderstaande bewijs op dezelfde manier af als bij Faure in [7],
alleen dat ons groeilemma een iets algemenere uitspraak doet dan de lemma’s

zoals zij bij Faure te vinden zijn.

Bewijs. (I) Stel eerst dat f continu en strikt stijgend is. Stel x € E =
(D;f f)(z) > R. We bewijzen dat m*(f(E)) > Rm*(E).
Laat hiervoor V' O f(FE) open zijn met m*(V) < m*(f(E)) + e¢. Laat

U:= f~YV)nN(a,b). Dat is een open verzameling. Passen we lemma 8.4

op U en de functie G(z) = f(x) — Rx toe krijgen we

Ug = U(an,bn) met R(by, — an) < f(by) — f(an).

n

Er geldt E C Ug zodat
Rm*(E) < Rm*(Ug) = RY_(by — an) < Y (f(ba) = f(an))

=" (U0 @), £0)) < m* (U F((an, b))
=m*(f(Ug)) <m*(V) < m*(f(E)) +e.

De ongelijkheid in de tweede regel geldt omdat f | [an,b,] continu is.
Hieruit volgt namelijk dat [f(an), f(brn)] C f([an, bn])-

(II) Om te concluderen dat E C Ug hadden we volgens lemma 6.9 in (I) ook
kunnen aannemen dat (D; f)(z) > R op E.

Als we dan (I) op de functie z — —f(—x) (x € [-b,—a]) toepassen
krijgen we de corresponderende uitspraken voor DT f en DI f. We hebben

dus lemma 12.1 voor continue en stijgende functies bewezen.

(III) Stel nu dat f strikt stijgend is en v € E = (D; f)(x) < r. We bewijzen
dat m*(f(E)) < rm*(E).

Laat D de collectie der punten zijn waar f niet continu is. Laat € E\ D.

Zij € > 0 zodanig dat (D, f)(z) < r —e < r. Dan vinden we een rij z,, in
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Iv)

V)

(a,b) met x,, T = en

f(@) = f(an) T — 1

<r—e, dus >

T -z, fl@) = flzn) = r—¢
Omdat f strikt stijgend en continu te z is geldt

foU @) =~ (fzn) 1
f(xn)Tf(x) en f(l')—f(xn) > r—e

Dat betekent (D" f<)(f(z)) > &= > 1. Passen we (I) en (IL) op f*

toe (f is continu en stijgend volgens 5.8) zien we m*(f< (f(E \ D))) >
im*(f(E\ D)). Dus

m*(B) > m* (B\ D) > T (f(E\ D) = 1m*(f(E),
omdat m*(f(D)) = 0.

Met dezelfde redenatie als in (IT) kunnen we (IIT) voor iedere van de vier

Diniafgeleides bewijzen.

Stel weer dat f strikt stijgend is en z € E = (D} f)(x) > R. We bewijzen
dat m*(f(E)) > Rm*(F). Dit werkt precies zoals in (III).

Laat € E\ D en € > 0 zodanig dat (D, f)(z) > R+ € > R. Dan is er

een rij (z,,) in (a,b) met x,, |  en

flan) — f(2) Tp — T 1
%7_%>R+e, dus Flon) = 7 (@) < Ric

Dan geldt

P ) = F ) 1
)= f@ " Rte

flan) L () en

Dus (D, f<)(f(z)) < Ri_e < . Door (IIT) en(IV) op f* toe te passen
krijgen we m*(f<(f(E \ D)) < £m*(f(E \ D)). Dat geeft

1

m*(E) = m*(E\ D) < mzm™(f(E\ D)) < zm*(f(E)).

==

(VI) Ook (V) werkt voor iedere Diniafgeleide. We hebben dus lemma
12.1 bewezen.
|

12.6. Om (I) te bewijzen hebben we niet eens nodig dat f stijgend is. Deze

eis hebben we pas nodig om te concluderen dat f een continue en stijgende

linksinverse is, als f strikt stijgend is.
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12.7. We hebben nu enkele bewijsmethodes gezien. De keuze van het Vitali-
lemma en het lemma van de rijzende zon berust op persoonlijke voorkeur, en
het feit dat deze twee lemma’s (en de stelling van Heine en Borel) krachtige
hulpmiddelen zijn om de stelling te bewijzen. Verder vereisen deze methodes
geen ingewikkelde hulpmiddelen.

Een hier niet beschreven methode is bijvoorbeeld de functie f door een ho-
meomorfisme te benaderen. Door het gebruik van eigenschappen van meetbare
verzamelingen kunnen we door middel van dit homeomorfisme ook het groei-
lemma 12.1 bewijzen. Een andere methode om het groeilemma te bewijzen is
in [8] te vinden. Hier voert Hagood een nieuwe soort van overdekkingen in, die
het idee van Vitali-overdekkingen gebruikt. Met deze methode kunnen we dan
compacte verzamelingen door niet-overlappende intervallen overdekken waarop
we dan weer een afschatting voor de differentiequotiént hebben. Hiermee laat
zich bijvoorbeeld ook stelling 10.11 (,,sprongfuncties zijn bijna overal differenti-
eerbaar”) eenvoudig bewijzen.

Ter afsluiting van onze discussie zullen we nog naar een belangrijke toepas-

singen van de stelling van Lebesgue kijken.

13 Toepassing: Van Riemann naar Leb-

esgue

We hebben ons nu intensief met de stelling van Lebesgue bezig gehouden. In
dit hoofdstuk zullen we zien dat het de moeite waard is om de stelling, en de
nodige hulpmiddelen, goed te begrijpen. Het doel van deze sectie is de volgende

stelling te bewijzen:

13.1 Stelling. Zij f : [a,b] — R een functie. Dan is f absoluut continu dan en
slechts dan als f een onbepaalde integraal van een Lebesque-integreerbare functie
18.

In dat geval is f bijna overal differentieerbaar , f' is Lebesgque-integreerbaar

en f is een onbepaalde integraal van f’.

13.2. We gebruiken hier nieuwe begrippen, die we in het volgende zullen uitleg-

gen. Grofweg willen we het volgende voor absoluut continue functies bewijzen:

@)~ st = [ Nz

waarbij we met de Lebesgue-integraal werken. Merk op dat we in de wereld van
Lebesgue-integratie aan continuiteit niet meer genoeg hebben. De Cantorfunctie
¢ voldoet aan fol ¢ = 0 maar ¢(1) — ¢(0) = 1, hoewel ¢ continu is.
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Het bewijs van de stelling is niet triviaal, en het onderliggende probleem is
ten eerste de stelling van Lebesgue te bewijzen en ten tweede te definiéren wat
absoluut continue functies, en functies van begrensde variatie zijn. Hiermee
kunnen we dit analogon van de hoofdstelling van de calculus in termen van
Lebesgue-integratie bewijzen. Voordat we aan de slag gaan, herhaal ik de meest

belangrijke feiten over Lebesgue-integratie van functies op een gesloten interval

[a,b].

13.3 Lebesgue-integratie: Intermezzo

De theorie van de Lebesgue-integratie wordt in [5] uitvoerig uitgelegd. Tk zal
me dus alleen tot resultaten en notaties beperken.

De ruimte der Lebesgue-integreerbare functies op [a, b] noteren wij met Lla, b].
Om het makkelijk te houden, zullen we deze functies integreerbaar noemen.

We kunnen L[a, b] als volgt beschrijven:

Ap1, da, - - - € Cla, b] met

f € L[a,b] = [ )
> [l¢il <oo en Y ¢; = f, bijna overal.

Je kan dan laten zien dat Y [ ¢; bestaat, en niet van de ¢; athangt. We de-

finiéren dan de Lebesgue-integraal [ f van f door

[r=f =2 ]x

Merk op dat we voor [ ¢; natuurlijk de Riemann-integraal gebruiken. Verder
is iedere Riemann-integreerbare functie Lebesgue-integreerbaar en de integralen
komen overeen. We merken ook nog op dat integreerbare functies meetbaar (in
de zin van Lebesgue) zijn.

Belangrijke stellingen binnen deze theorie zijn de volgende:
(1) Monotone convergentie, of ook de stelling van Levi.

(2) Het lemma van Fatou.

(3) De gedomineerde convergentie.

We bekijken even wat deze stellingen precies inhouden:

(1) Levi: Stel (f,) is een rij in L[a,b] is met fi; < fo < -+ bijna overal en
f = lim, f,, bijna overal. Als de rij der getallen [ f, begrensd is, dan

geldt f € L[a,b] en
[r=tm [ 5.
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(2) Fatou: Stel (f,) is een rij in L[a,b] met f, > 0, bijna overal. Stel
f =liminf, f,, bijna overal. Als de rij der getallen [ f,, begrensd is, dan

f € Lla,b] en
/fghn}linf/fn.

(3) Gedomineerde convergentie: Zij (f,) een rij in L[a,b] en g € L]a, b,
met g > 0, bijna overal. Als |f,| < g, bijna overal, en f = lim,, f,,, bijna

[r=tn [

We bewijzen nu nog een voor de hand liggende eigenschap van integreerbare

overal, dan f € L[a,b] en

functies, en kunnen dan met het eigenlijke werk beginnen.

13.4 Lemma. Zij f € L[a,b] en f > 0. Dan geldt
/f =0 = f =0 bijna overal.

Bewijs. (=) Stel [ f=0. Zij Ay :={z € [a,b] : f(z) < 2} en A= {z € [a,b] :
f(z) = 0}. Dan hebben we

We zijn dus klaar als iedere [a,b] \ A,, verwaarloosbaar is. Maar

M _ / 1 < / f< f=0.
n @bN\A. ' Jana, Jab)

Dan kan alleen als m([a,b] \ 4,,) = 0.
(«<=) Duidelijk. |

13.5 Definitie. Zij f : [a,b] — R een functie. Dan definiéren wij zijn variatie
Var f door

n
Varf:=sup{2|f(xi)—f(a:i_1)| ra=x9<x1 <> <xn=b}.
i=1

We noemen f van begrensde variatie als Var f < oco. De verzameling der

functies van begrensde variatie op [a, b] noteren wij met BV|a, b].

13.6 Lemma. Zij f € BV[a,b] en laat T(x) = Vary, .1 f (z € [a,b]). Dan is T
stijgend. (Zoals je verwacht is Var(, o) f := Var(f [ [a,z]).)

Bewijs. Stel p < ¢ zijn punten in [a, b]. We bewijzen dat

T(q) —T(p) = Vary, o f, ofwel T(q) =T(p)+ Varp,q [
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We bewijzen eerst dat T'(q) < T'(p) + Vary, 1 f. Hiervoor nemen we een wille-
keurige partitie van [a, q] en bewijzen dat de som der verschillen door T'(p) +
Varpp,q)

partitie punten toevoegen wordt de som der verschillen niet groter. We kun-

f begrensd is. We merken dan het volgende op : Als we bij een gegeven

nen dus z.b.d.a. aannemen dat p in zo’n partitie van [a, g] voorkomt. Zij dus
a =29 <z < - < TN = q z0 een partitie en neem aan dat p = z;,, waar
ip € {0,1,--- , N — 1}. Dan geldt

N 70 N
Do) = fla)| =D @) = fle)l+ D [f@:) = flwi)]
1=1 =1 1=1ip0+1

<T(p)+ Vary, o f-

Dat bewijst T'(q) < T'(p) + Varp, g f-

Nu andersom: Laat € > 0. Dan vinden we a = 29 < --- < xny = p met

N
S If(@i) — flzima)l > T(p) — .
i=1

Net zozijner p=2ony <2n41 < - < TNtk =g et

N+K

Z |f(wi) = f(@i1)| > Varp, g f — €

i=N+1

Nu geldt

i=1 i=N+1
N+K

= Z |f(x;) = fziz1)| < T(q).
Dus
T(p) = Varp, g f < T(q) + 2¢.

Neem nu de limiet € | 0. |

13.7 Lemma. Zij f € BV[a,b]. Dan is f het verschil van twee stijgende func-

ties.

Bewijs. Laat weer T(v) := Var|,, f (v € [a,b]). Met f =T — (T — f) zijn
we klaar als T en T — f stijgend zijn. Dat T stijgend is volgt met lemma 13.6.
Immers:

g<p =  T(p)—T(q)=Varpyf>0.

We laten nu zien dat T — f stijgend is. Bekijk p < ¢. Dan

fl@) = f(p) < 1f(q) — f(p)| < Vary,q f=T(q) — T(p).
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Dus
(T - 1) <(T- ).

13.8 Gevolg. Zij f € BV[a,b]. Dan is f bijna overal differentieerbaar.

Bewijs. Volgens lemma 13.7 is f het verschil van twee stijgende functies, en dus

met de stelling van Lebesgue bijna overal differentieerbaar. |

13.9 Definitie. Zij f : [a,b] — R een functie. Dan noemen we f absoluut

continu als er voor iedere € > 0 een § > 0 bestaat met

<ay<b <ag<by<---<b, <b
o T ¢Z|f fla)] <
Z (blfal)<5

i=1

De collectie der absoluut continue functies op [a,b] noteren wij met ACla, b].
Je kunt nagaan dat AC[a,b] een vectorruimte is. Verder zie je makkelijk dat

ACla,b] C Cla,b].
13.10 Lemma. De volgende inclusie geldt: ACla,b] C BV[a,].
Bewijs. Stel f € ACla,b]. Dan is er een § > 0 met

a<a; <by <ay<by<--<b, <D

S (b —ai) <6 o :>Z|f flal <1.
i=10i — @4

Zij [p,q] C [a,b] een interval met ¢ — p < 0. Bekijk een partitie p = z¢ < 21 <
- <zy =qvan [p,q]. Dan geldt Zi\il(% —z;—1) < J en dus per aanname

N

ST () = flaio)] < 1.

i=1

Omdat dit voor iedere partitie van [p, ] waar is krijgen we Varp, , f < 1. Bekijk
nu een partitie a = yg < y1 < -+ < yg = b zodanig dat y; — y;—1 < 6. Dan

vinden we met lemma 13.6 dat

K K
Var, ) f = ZVar[yi_hyj] f< Z 1=K < 0.
i=1

i=1
Dus f € BV[a,b]. |
13.11 Gevolg. Zij f € ACla,b]. Dan is f bijna overal differentieerbaar.

Bewijs. Voor f € AC[a,b] geldt f € BV]a,b], volgens lemma 13.10. Met gevolg

13.8 is f dus bijna overal differentieerbaar. |
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13.12 Lemma. Stel f € AC[a,b]. Met gevolg 13.11 is f bijna overal differen-

tiecerbaar. Stel f' = 0 bijna overal. Dan is f constant.

Bewijs. We bewijzen f(a) = f(c) voor iedere ¢ € (a,b]. Zij F := {x € [a,(] :
f'(z) = 0}. Laat € > 0. Dan is er een § > 0 zodat

a<a; <b;<ap<by<---<b, <D
$Z|f

i (bi —a;) <6

Voor z € E is f'(z) = 0 dus zijn er willekeurig kleine intervallen = € (a,b,)

flay)| < e

met

|f(bZE) - f(am)| < E<bm - afb)'

Gelukkig kunnen we nu ook het Vitali-lemma gebruiken. Hiermee vinden we nu

onderling disjuncte intervallen [a1,b1],- -, [an, by] zodat
N
Z(bi —a;) > m(E) — 6 =m(la,c]) - 0.
i=1

Na eventuele hernummering van de intervallen bekijk
a=by<a; <by<a<by<---<by<any1=c

Deze keuze van letters levert dat (zie figuur 9)

N N
@i ai) = [a, )\ (@i, bi).
=0 i=1

bp @1 b G2 b, 3

Dan geldt

N N
> (aiy1 —bi) =m ([a,c] \ U[ai,bi]> < 4.

=0

Per aanname geldt dus

Verder geldt

N
Z a1|<€Zb—al <elc—a).



Met de twee bovenstaande ongelijkheden krijgen we

N N
1F(e) = F(@)] <D [ faisa) = FO) + Y 1f(b:) = flai)] < elc—a+1).
=0 =1

Neem nu de limiet € | 0. Dan geldt f(a) = f(c). |

13.13. Merk op dat de Cantorfunctie ¢ bijna overal 0 als afgeleide heeft, maar
#(1) = 1 en ¢(0) = 0. Dus kan ¢ zeker niet absoluut continu zijn. Omdat ¢
continu is vinden we in het bijzonder dat de inclusie AC[a, b] C Cla, b] strikt is,

waarbij Cla, b] de (uniform) continue functies op [a, b] zijn.

13.14 Lemma. Stel f € BV[a,b]. Dan is de bijna overal gedefinieerde functie

f' integreerbaar.

Bewijs. f en T zijn beide bijna overal differentieerbaar. Laat A de verzameling
der punten zijn waar f en T differentieerbaar zijn. Dan is [a, b] \ A verwaarloos-
baar. Voor een punt x € A geldt verder
flath) = fl@)| _ |fl@+h) = fz)|
h |h
VaI‘[LgH_h] f - T(x+h)—T(x)
e ||

Neem nu de limiet h — 0. Dan |f'(z)| < T’(x). Omdat T" een stijgende functie
is geldt nu

b b
[ 171 [ 7 <10) - T@ = Vot £ < oc.

Dus is f’ Lebesgue-integreerbaar. Merk op dat we hier gebruiken dat voor een

stijgende functie h : [a,b] — R geldt

/b W < h(b) — h(a).

a

Het bewijs hiervan is in lemma 11.3 te vinden. ]

13.15 Stelling. Zij (fn)n een rij van stijgende functies op [a,b] en stel dat
f(x) =", fa(x) eindig is, voor elke x € [a,b]. Dan geldt

f=>"f,
bijna overal.

Bewijs. (I) We volgen het idee in [5, p. 33], zodat we geen diepere eigenschap-
pen van de Lebesgue-integraal nodig hebben. We kunnen zonder beper-

king der algemeenheid aannemen dat f,(a) = 0, zodat f,, > 0. (Door de
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(IT)

(II1)

functie g, (x) = fn(x)— fn(a) te bekijken, zien we dat g, (z)+ fn(a) = f(x).
Pas dan de stelling op de g,-en toe.) Laat

N
syi=Y fo (NeEN).
n=1

Laat E de verzameling der punten in [a,b] zijn, zodat s en iedere sy
differentieerbaar zijn. Dan is F \ [a, b] verwaarloosbaar, omdat deze ver-
zameling een aftelbare vereniging van verwaarloosbare verzamelingen is.

Nu zijn syy1 — sy en s — sy stijgende functies. Op E geldt dan
(svt+1—8n) >0 en (s—sy) >0, bijna overal
dus bijna overal geldt
(@) S sh@) < < (@) (e ).

Omdat (sy(z))n een stijgende rij, begrensd door s'(z), is, hebben we

bijna overal

Tim s, () = S i) (e k)
n=1

Dan geldt natuurlijk ook bijna overal f;(xz) — 0 als n — oo, voor z € E.

In (T) hebben we nu het volgende bewezen: Als (f,,) zoals in de stelling

is, dan f] (z) — 0, bijna overal.

We bewijzen nu dat limy sy = s’ bijna overal. Omdat limy sy bestaat,

hoeven we alleen een deelrij te vinden die bijna overal naar s’ convergeert.

Zoek getallen ny,no,--- zodanig dat
5(b) — s, (b) <27F (k € N).

Laat ty, :=s—s,
geldt

., voor k € N. Dan is iedere tj, stijgend, en voor x € [a, D]

N

tp(z) = Zs(x) — 8p, (2) < Zs(b) — $n, (b) < Z2‘k <1.

k=1 k=1 k=1 k=1

Dus ), ti(x) bestaat voor iedere x € [a,b]. Met (II) geldt dus #} (x) — 0,

bijna overal. Dus

Sy, () = §'(x)  voor bijna elke z.

We zijn dus klaar.
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13.16 Definitie. Zij I een interval en f € L£(I). Dan heet F' : I — R een

onbepaalde integraal van f als

z,y el

= Fly) - Fa) = [ 1

<y

13.17 Stelling. Zij f : [a,b] — R een Lebesgue-integreerbare functie, en zij F

een onbepaalde integraal van f. Dan geldt F' = f, bijna overal.

Bewijs. We weten dat f € L[a,b]. Dus geldt volgens 13.3 dat er een rij (¢,) in
Cla, b] bestaat met

Z/|¢n| <00 en Z¢n = f ,bijna overal.

Definieer
(b:g =9, VO en ¢, = —(¢n NO).
Dan geldt ¢, = ¢;F — ¢ Verder geldt voor iedere N € N dat

é/ngi/j%ﬁzf%mo.

Net zo geldt dit voor ¢,, in plaats van ¢;7. We kunnen dus de volgende functies

definiéren :

Ulx) = Z/: 5, Vi) = Z/: b (v elab).

Met stelling 13.15 zien we dat U’ = _ ¢ bijna overal en V' = > ¢, bijna
overal. Dus
(U-V) => ¢ , bijna overal.

We zijn klaar als U — V op een constante na gelijk is aan F'. We merken eerst

het volgende op : Met de monotone convergentie (Levi) zien we dat
> [ o= Yo
Net zo voor de ¢, -en. Voor iedere = € [a, b] krijgen we dan
U-V@ = [ ot-3 [ o= [ Yot~ [ Lo
- a - a a a
— [ Yon= [ 1=F@) - Fla)
a a

We zijn dus klaar. [ ]

13.18 Lemma. Zij F : [a,b] = R een onbepaalde integraal van f : [a,b] — R.
Dan geldt F € ACla,b].
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Bewijs. Laat € > 0. Uit de definitie volgt dat er een continue ¢ : [a,b] — R
met f;|f—qz5| < §. Zij M := max,cjqp |¢(x)| en laat 6 > 0 zodanig dat
2M§ < €. Bekifka=a; <b; <as <---<b, <bmet Z:-L:l(bi —a;) < 0. Laat
U = (ai,b;). Dan geldt m(U) < § en

Z|F az)IZ/%if Si/éilf/lf

/|¢>I+/|f ¢|</M+/|f "

M M
m(U) - +2<6 +2<e

13.19 Stelling. Zij f : [a,b] — R een functie. Dan is f absoluut continu
dan en slechts dan als f een onbepaalde integraal van een Lebesgue-integreerbare
functie is.

In dat geval is f bijna overal differentieerbaar , f' is Lebesgue-integreerbaar

en [ is een onbepaalde integraal van f'.

Bewijs. (=) Stel eerst dat f € AC[a,b]. Dan is f bijna overal differentieerbaar.
We bewijzen dat f een onbepaalde integraal van f’ is. Volgens lemma 13.14 is

/' Lebesgue-integreerbaar. Laat dan

ol /f (z € [a,b]).

Nu is g een onbepaalde integraal van f’. Met lemma 13.18 geldt g € AC]a, b].
Dus ook f — g € ACla,b]. Met lemma 13.17 geldt ¢’ = f’ bijna overal, dus
(g — f)) = 0 bijna overal. Met lemma 13.12 zien we dat g — f constant is, zeg
g — f = C, voor zekere C' € R. Dan geldt

f(y)—f(x)=g(y)—g(fr)=/ayf’—/;f’=/jf’7

dus is f het onbepaalde integraal van f.

(<) Stel f is een onbepaalde integraal. Dan zegt lemma 13.18 dat f €
ACla,b]. In (=) hebben we bewezen, dat f dan een onbepaalde integraal van
I is. ]

14 Appendix

14.1. We zullen hier een aantal lemma’s en definities geven, die op sommige
plekken in de tekst verhelderend kunnen zijn. Meer informatie over elementaire

analyse en Lebesgue-integratie bevindt zich bijvoorbeeld in [3].
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14.2 Definitie. e Een verzameling A C R heet open als we voor elke z € A
een € > 0 kunnen vinden met (z — e,z +¢) C A. Als X C R dan geven we
X de restrictietopologie van R. De open verzamelingen in X zijn dus van
de vorm U N X waar U open in R is. De gesloten verzamelingen zijn per

definitie de complementen van de open verzamelingen.

e Een deelverzameling A van R heet samenhangend als we A niet als
disjuncte vereniging van twee niet-lege en in A open verzamelingen kun-
nen schrijven. Dat is equivalent aan de eigenschap dat de enige ,,clopen”

(gesloten en open) verzamelingen in A de lege verzameling en A zelf zijn.

e Als K C R, dan heet K compact als K de volgende eigenschap heeft:
Elke open overdekking (Uy)aer van K heeft een eindige deeloverdekking.
Dus
N
Kc|JUs = 3Jou,-ayel:Kc| U,

acl i=1
14.3. Het volgende lemma lijkt triviaal, maar het bewijs is niet helemaal van-
zelf. Omdat het lemma praktische toepassingen heeft en een beschrijving van

intervallen geeft zullen we toch naar het bewijs kijken.

14.4 Lemma. FEen verzameling A C R is samenhangend dan en slechts dan als

A de volgende eigenschap heeft:

T,y €A,
Y = [z,y] C A.

<y
(Deelverzamelingen van R met deze eigenschap heten ook ,convex”.)
Bewijs. (=) Neem aan dat A niet convex is. Er zijn dan z,y € A en ¢ € R met
x < ¢ < y zodanig dat ¢ ¢ A. Maken we U := (—oo,c)NAenV :=(¢c,00) N A
dan geldt A = UUYV waarbij U en V niet-lege, open en disjuncte verzamelingen
zijn. Tegenspraak.
(<) Stel A is convex maar niet samenhangend. Schrijf dan A = U UV waar
U,V niet-leeg, disjunct en open in A zijn.

Bekijk x € U en y € V. We kunnen aannemen dat x < y. Omdat [z, y]|NU # ()

Ue—— ——V

Figuur 10: De situatie als A niet samenhangend is.

kunnen we het volgende reéle getal definiéren

z :=sup([z,y] N U).
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Duidelijk geldt z € [z,y]. Dus, omdat [z,y] C A, hebben we z € A=UUV.
Neem aan dat z € U. Dan z < y. U is open in A, schrijf dan U = U’ N A met
U’ open in R. Met z in U is er dus een € > 0 zodanig dat

(z—€,z+e)NACU NA=U.

Laat t € (2,24 ¢€). Dangeldt ¢ < z <t <y dust € [,y ent € U. Dus
t € [z,y]NU terwijl z < t. Dat is een tegenspraak met de definitie van z.

Als z € V dan schrijf V.= V' N A met V' open. Er is weer een € > 0 met
(z—€,z4+€)NA C V. Met de definitie van z kunnen we een t € [z, y]NU vinden
met z—e <t <z Dangeldtt € Uent €V zodat UNV # (). Tegenspraak. MW

14.5. Een heel belangrijk resultaat in de reéle analyse is dat het eenheidsinterval
[0, 1] compact is. Dit wordt ook de stelling van Heine en Borel genoemd. We

hadden lemma 14.6 ook in sectie 8 als bewijsmethode kunnen geven.

14.6 Lemma. Voor een deelverzameling K van R zijn de volgende uitspraken

equivalent:
(a) K is compact.
(8) Elke rij (x,) in K heeft een convergente deelrij met limiet in K.
(v) K is gesloten en begrensd.

Bewijs. (a) = (B8) Stel K is compact en zij (z,) een rij in K. We bewijzen
eerst dat de rij (z,,) begrensd is. Dat is waar als K begrensd is. Maar

(oo}

K c |-k, k.
k=1
Met de compactheid volgt dus dat er een k > 0 bestaat met K C [—k,k]. In
het bijzonder is L := limsup,,_, ., %, een reéel getal. Je kunt makkelijk nagaan
dat er een deelrij (z,, ) van (z,) is zodat limg_,o0 ©p, = L.

(8) = (v) Zij (z,) een rij in K met limiet © € R. Nu is er een convergente
deelrij (z,,) van (x,) met limiet in K. Dat limiet moet duidelijk gelijk aan x
zijn. Maar dan geldt x € K. Dus K is gesloten. Als K niet begrensd is, kunnen
we een 1ij (z,) in K maken zodat |z, — x,,| > 1 voor alle n,m met n # m.
Deze kan zeker geen convergente deelrij hebben. K moet dus begrensd zijn.

(7) = () We zijn klaar als [0, 1] compact is. Immers: K is begrensd, dus er
iseen k > 0 met K C [—k,k]. Als [0,1] compact is, dan is ook [—k, k] compact.
Uit de topologie weten we dat de doorsnede van een compacte en een gesloten
verzameling in een Hausdorffruimte weer compact is. Dus: [—k, k| N K = K is

compact.
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We bewijzen dus dat [0, 1] compact is. Zij hiervoor U een overdekking van

[0,1] door open verzamelingen. Definieer dan
S:={te[0,1] : [0,¢] wordt door eindg veel U € U overdekt.}.

Duidelijk geldt 0 € S en S C [0, 1]. Dus we kunnen ¢ := sup(.S) definiéren. We
laten nu zien dat ¢t € S. Als £ = 0 zijn we klaar. Anders zoek een U € U met
t € U. Dat kan omdat ¢t € [0,1]. Omdat U open is vinden we een € > 0 met
(t—e,t+€) C U. We kunnen verder aannemen dat t —e > 0, want ¢ > 0. Nu zijn
er Uy, -+ ,U, € U zodat [0,t—¢/2] C UyU---UU,. Duidelijk is {U;,--- ,U,,U}
een open overdekking van [0, t] door eindig veel open verzamelingen in . Dus
tes.

Stel nu dat ¢ < 1. Omdat t € S vinden we Uy, -+, U, € U met [0,t] C
Uy U---UU,. Maar deze open verzamelingen overdekken ook [0,¢ + €] voor
zekere € > 0 met t+ € < 1. Dat staat in strijd met de definitie van ¢. Dus ¢ = 1.

Blijkbaar kunnen we [0, 1] door een eindige deelcollectie van U overdekken. W

14.7 Stelling. Laat U C R open zign. Dan kunnen we U als disjuncte vereni-

ging van open intervallen schrijven:
oo
U= (an,by).
n=1
Merk op dat de eindpunten van de intervallen (ay,by,) niet eindig hoeven te zijn.

FEen interval (an,b,) noemen we een component van U.

Bewijs. Stel x € U. Maak
L,={y<z:(y,z) CU} en R, :={y>ux:(z,y) CU}

Laat a,, :=inf L, b, :=sup R, en I, := (as,b,). Dan a, < x <b, en I, CU.
Stel er zijn z,y € U met I, N1, # (). Dan is I, U I, een open interval, bevat in
U. Met x € I, eny € I, geldt I, UI, C I, N1I,. Dat gebeurt alleen als I, = I,,.

Nu geldt
v= J I
qeUNQ

Omdat Q aftelbaar is zijn we nu klaar. |

14.8. Omdat we in hoofdstuk 4 vaker met geometrische reeksen hanteren, her-
haal ik hier nog enkele eigenschappen van zulke reeksen. We merken verder nog
op dat als |a| < 1, dan @™ — 0 als n — oco. Dat zie je als volgt in: Je gaat

makkelijk na dat de functie z — 2™, afhankelijk van n, dalend is voor = € (0, 1).
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Deze functie is door 0 van beneden begrensd. Dus moet lim,, @™ bestaan en is

gelijk aan inf,, o™. Zij L de limiet van o™ als n — co. Dan geldt

L(a—1) =lim(a"™ —a™) =L~ L =0.

Dat kan alleen als L = 0.

14.9 Lemma. Stel |a| < 1. Dan bestaat y_,> o™ en is gelijk aan .

Bewijs. Met Sy = Zfzo a™ geldt voor elke N dat
SN(l — Ot) = SN — OéSN =1- OzN+1.

Met |a| < 1 zien we

l_aN+1
Sy = — als N — oo.
11—« l1—«

14.10 Gevolg. In het bijzonder zien we met het bewijs dat

1
> o= s
11—«
n>N
1 1_aN+1 aNJrl

11—« l-a 1-a
14.11 Voorbeeld. Met lemma 14.9 kunnen we nu gemakkelijk de volgende

berekeningen uitvoeren:
o Y (1/2)" =y~ 1=2-1=1

o > an(1/2)" = (1/2)N 2= (1/2)N =27V,
o« Son(1/3)" = 3V G = 0
14.12 Lemma. Er zijn Lebesquemeetbare verzamelingen die niet Borelmeetbaar
2yn.
Het bewijs is niet constructief, maar wel eenvoudig. Er zijn ook expliciete
voorbeelden. Een hiervan heeft Lusin in 1927 bedacht en gebruikt kettingbreu-

ken.

Bewijs. We breiden de Cantorfunctie ¢ tot 413 op R uit door qg(x) =0alsxz <0
en ¢(x) =1 als > 1. Laat f(z) := ¢(z) + 2 (« € R). Dan is f continu en
strikt stijgend. Je kan makkelijk nagaan dat iedere continue en strikt stijgende
functie Borelmeetbare verzamelingen in Borelmeetbare verzamelingen overvoert.

Omdat de Cantorverzameling D gesloten is moet f(D) dus Borelmeetbaar zijn.
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Schrijf even [0,1] \ D = (J(an, b,) waar de intervallen (ay, by,) de componenten

zijn. Dan geldt

(0, 11\ D) = m (£ ((an, b)) ) = S m(f (@, bn)))

Zm((an + ¢(an), bn + ¢(by)) = Zm((an, bn)) = 1.

Op de componenten is ¢ namelijk constant. Omdat m(f([0,1])) = 2 geldt

2 =m(f([0,1])) = m(f([0, 1]\ D)) + m(f(D)) = 1 + m(f(D))

Dus geldt m(f(D)) = 1. We weten dat iedere Lebesguemeetbare verzameling
met positieve maat een niet Lebesguemeetbare verzameling bevat (zie [5, p.
145]). Laat A C f(D) zo een niet Lebesguemeetbare verzameling zijn. Dan
geldt f~1(A) C D dus f~1(A) is verwaarloosbaar en dus ook Lebesguemeetbaar.
Maar A = f(f~1(A)). Als nu f~'(A) Borelmeetbaar was, dan ook het beeld
onder f, wat gelijk is aan A. Maar A is niet Borelmeetbaar. Conclusie: f~!(A)

is Lebesguemeetbaar maar niet Borelmeetbaar. |
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